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Presentazione 
La rivista QuaderniCIRD pubblica un numero monografico dedicato alla didattica della 
matematica e alla formazione degli insegnanti di matematica. 
Si prende lo spunto dallo svolgimento della decima edizione del progetto 
pluriennale La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei1, che, oltre a 
prevedere l’omonima manifestazione per gli allievi delle scuole di ogni ordine e 
grado svoltasi a Trieste nei giorni 3 e 4 aprile 2014, ha comportato la realizzazione 
della seconda edizione della giornata di formazione per insegnanti intitolata “La 
matematica dei ragazzi”. Riflessioni metodologiche e didattica disciplinare. 
Nella prima parte di questo numero sono, infatti, contenuti tre lavori basati sulle 
relazioni presentate nel corso di tale giornata, rispettivamente da Sonia Ursini, 
Luciana Zuccheri e Verena Zudini. Nella seconda parte sono descritte brevemente 
le attività svolte e, in particolare, si riporta la presentazione del volume “Il poliedro 
di Leonardo”, tenuta nel corso della giornata di formazione a cura della stessa 
autrice, Emanuela Ughi. 
Sonia Ursini, riportando risultati conseguiti nel corso di una ricerca condotta 
nell’ambito della convenzione tra il CIRD e il CINVESTAV - IPN, propone alcuni 
esempi concreti di utilizzo del modello 3UV, un modello teorico per indagare sulla 
comprensione del concetto di variabile algebrica, da lei già descritto più 
diffusamente in QuaderniCIRD n. 2 (2011). 
Nel lavoro di Luciana Zuccheri si discute sull’utilità o meno dell’introduzione delle 
tecnologie digitali nella didattica della matematica e, ritenendo cruciale 
un’opportuna formazione degli insegnanti in tal senso, si analizzano le tematiche 
da affrontare, relative all’uso degli strumenti tecnologici e alle concezioni degli 
insegnanti stessi sulla matematica. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 La descrizione del progetto nella sua globalità è riportata in QuaderniCIRD n. 1 (2010). In particolare, i volumi n. 5 
(2012) e n. 6 (2013) di questa rivista sono stati interamente dedicati all’ottava edizione della manifestazione. 
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Verena Zudini, proponendo un percorso ideale dal passato al presente, mette in 
evidenza come alcune idee del matematico Felix Klein possano essere interpretate 
alla luce dell’attuale teoria della matematica embodied elaborata dallo scienziato 
cognitivo Rafael Núñez (insieme al linguista George Lakoff). 
La prima parte di questo numero si conclude con un articolo di Franco Obersnel, che 
presenta un’interessante esperienza da lui condotta in qualità di docente di analisi 
matematica nel corso di Tirocinio Formativo Attivo (TFA) attivato nel 2013 
dall’Università di Trieste. La peculiarità del suo esperimento didattico consisteva 
nel coinvolgimento attivo degli allievi, futuri insegnanti, nella costruzione delle 
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Errori e difficoltà nella comprensione del concetto di variabile 
algebrica. Uno studio con ragazzi della scuola secondaria di 
primo grado 
SONIA URSINI 




In questo articolo si analizzano gli errori commessi da un gruppo di 118 ragazzi italiani al 
termine della scuola secondaria di primo grado nell’affrontare tre diversi usi della variabile 
algebrica (incognita, numero generico, variabili in relazione funzionale) e nel contempo si 
illustra come si può utilizzare il Modello 3UV per individuare le difficoltà che si nascondono 
dietro tali errori. I risultati mostrano che i ragazzi sono stati in grado di manipolare 
espressioni lineari, risolvere equazioni, riconoscere regole o relazioni funzionali e applicarle, 
ma solo in casi molto semplici. Nonostante il livello elementare degli esercizi, hanno trovato 
difficoltà nel percepire la variazione, nell’interpretare la variabile nei suoi differenti ruoli, 
nello scrivere in simboli equazioni, regole e relazioni funzionali. Le loro risposte rivelano una 
limitata esperienza nella riflessione sul significato della variabile e la poca padronanza nel 
suo utilizzo. 
PAROLE CHIAVE 
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI PRIMO 
GRADO/ FIRST GRADE SECONDARY SCHOOL; VARIABILE ALGEBRICA / ALGEBRAIC VARIABLE; ERRORI E 
DIFFICOLTÀ / ERRORS AND DIFFICULTIES; MODELLO 3UV / 3UV MODEL. 
1. INTRODUZIONE 
L’apprendimento dell’algebra passa per la comprensione del concetto di variabile 
algebrica, che per la maggioranza degli studenti comporta notevoli difficoltà, 
come è noto dai risultati di numerose ricerche svolte negli ultimi trent’anni1. 
Sebbene ciò sia ben risaputo, essendo stato evidenziato da numerosi ricercatori !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 Cfr., ad esempio, MATZ 1982; USISKIN 1988; TRIGUEROS, URSINI 2003; MALARA, NAVARRA 2003. 
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che hanno dato anche vari suggerimenti per superare tali difficoltà, i risultati 
finora raggiunti non sono ancora soddisfacenti. Questo può dipendere, in parte, 
anche dal fatto che i risultati delle ricerche rimangono spesso circoscritti 
all’ambito della ricerca e non riescono a permeare il lavoro quotidiano degli 
insegnanti, il cui ruolo è una componente fondamentale per l’apprendimento dei 
ragazzi. È doveroso quindi cercare di offrire ai docenti degli strumenti idonei e 
accessibili, assieme a suggerimenti su come usarli per migliorare l’insegnamento e 
aiutare i ragazzi a sviluppare una miglior comprensione dei concetti matematici, 
in particolare quello di variabile algebrica.  
I ragazzi hanno i primi contatti con la variabile algebrica fin dall’inizio della scuola 
secondaria di primo grado e molto presto devono affrontare problemi ed esercizi 
che richiedono di lavorare con distinti usi della variabile (incognita, numero 
generico, in relazione funzionale)2, che appaiono con diversi gradi di difficoltà, col 
procedere degli studi. Lavorare con i distinti usi della variabile comporta notevoli 
implicazioni e richiede di sviluppare le capacità di:  
- interpretare correttamente il significato del simbolo che si usa per 
rappresentare la variabile in un dato problema (si utilizza lo stesso simbolo, 
generalmente una lettera, per rappresentare sia una incognita che un 
numero generico o una variabile in una relazione funzionale); 
- eseguire le azioni necessarie e pertinenti per risolvere un problema (le azioni 
dipendendo dall’uso della variabile coinvolto, che può cambiare senza che 
cambi il simbolo che la rappresenta); 
- scrivere in simboli la variabile e usarla per produrre espressioni simboliche 
(equazioni, espressioni generiche, relazioni funzionali); 
- passare con flessibilità tra i distinti usi della variabile che possono apparire 
successivamente in un dato problema (ad esempio, per risolvere 
un’equazione lineare con molteplici apparizioni dell’incognita è necessario !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
2 Cfr. URSINI 2011. 
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percepire la variabile sia come un numero generico, per poterlo manipolare, 
sia come un’incognita specifica, per determinarne il valore).  
Per aiutare i ragazzi a sviluppare queste competenze è necessario che il docente 
abbia a disposizione dei mezzi per determinare quali usi della variabile e quali 
aspetti, in relazione a ciascun uso, intervengono in un dato problema algebrico. Ciò 
gli permetterà di riconoscere più facilmente cosa hanno imparato i suoi allievi, di 
catalogare i loro errori, di identificare con più precisione le loro difficoltà e di 
indirizzare quindi l’insegnamento verso il superamento delle misconcezioni e degli 
errori così individuati. 
In un articolo precedente3 mi riferivo al Modello 3UV come a uno strumento 
teorico-metodologico che può essere d’aiuto agli insegnanti per riconoscere le 
difficoltà degli alunni riguardo a questo argomento. Nel presente articolo uso tale 
strumento per analizzare gli errori più comuni commessi dai ragazzi. Il proposito è 
quindi duplice: da una parte, mostrare e analizzare gli errori più frequenti e, 
dall’altra, far vedere, a chi possa essere interessato, e in particolare agli insegnanti 
di matematica, come si possa usare il Modello 3UV per individuare le difficoltà che 
si nascondono dietro gli errori degli studenti. 
I dati che utilizzo in quest’articolo fanno parte di quelli raccolti recentemente nel corso 
di una ricerca congiunta svolta con Luciana Zuccheri nell’ambito di una convenzione 
tra il CIRD4 (Università di Trieste, Italia) e il DME5 (Cinvestav-IPN, Messico), con il 
proposito di indagare cosa imparano i ragazzi italiani e i ragazzi messicani della scuola 
secondaria di primo grado sui diversi usi della variabile algebrica.  
2. IL MODELLO 3UV 
In questa sezione mi riferirò molto brevemente al Modello 3UV. Tale strumento 
teorico-metodologico contempla tre usi della variabile (come incognita; come 
numero generico; in una relazione funzionale) e gli aspetti corrispondenti. In base !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
3 URSINI 2011. 
4 Centro Interdipartimentale per la Ricerca Didattica. 
5 Departamento de Matemática Educativa. 
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all’esperienza posso affermare che ogni altro uso della variabile (ad esempio, come 
parametro) può essere incluso facilmente in uno dei tre usi già citati6.  
Nel Modello 3UV si considera che lavorare con l’incognita implica: 
I1. riconoscere e identificare in una situazione problematica ciò che è 
sconosciuto e che può essere trovato considerando le restrizioni del 
problema; 
I2. interpretare la variabile simbolica che appare in un’equazione come la 
rappresentazione di valori specifici; 
I3. sostituire alla variabile il valore (i valori) che rende (rendono) l’espressione 
corretta; 
I4. determinare il valore sconosciuto che appare in un’equazione o in un 
problema, svolgendo le operazioni algebriche e/o aritmetiche; 
I5. scrivere in simboli i valori sconosciuti identificati in una situazione specifica 
e usarli per porre le equazioni. 
Lavorare con il numero generico implica: 
G1. riconoscere le leggi, percepire le regole e i metodi in successioni e famiglie 
di problemi; 
G2.  interpretare la variabile simbolica come la rappresentazione di un ente 
generale, indeterminato, che può assumere qualsiasi valore; 
G3.  dedurre regole e metodi generali a partire da successioni e famiglie di 
problemi; 
G4. manipolare (ridurre, sviluppare) la variabile simbolica; 
G5. scrivere in simboli enunciati, regole o metodi generali; 
Lavorare con le variabili in relazione funzionale implica: 
F1.  riconoscere la corrispondenza tra le variabili in relazione, 
indipendentemente dalla rappresentazione (tabella, grafico, problemi 
verbali, espressioni analitiche); !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
6 URSINI, TRIGUEROS 2004. 
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F2.  determinare i valori della variabile dipendente, dati i valori di quella 
indipendente; 
F3.  determinare i valori della variabile indipendente, dati i valori di quella 
dipendente; 
F4.  riconoscere la variazione congiunta delle variabili coinvolte in una relazione 
funzionale indipendentemente dalla rappresentazione (tabella, grafico, 
problemi verbali, espressioni analitiche); 
F5.  determinare l’intervallo di variazione di una delle variabili, dato l’intervallo 
di variazione dell’altra; 
F6.  scrivere in simboli una relazione funzionale, basandosi sull’analisi dei dati di 
un problema7. 
3. METODO 
I dati che analizzo e discuto in quest’articolo provengono dalle risposte date a un 
questionario da 96 ragazzi che stavano per concludere il primo anno della scuola 
secondaria di primo grado e da 118 ragazzi che stavano per finire il terzo anno dello 
stesso grado scolastico. Gli alunni appartenevano a tre scuole della Provincia di 
Trieste. Il questionario, con 47 quesiti, è una versione leggermente modificata e 
tradotta in italiano di quello già usato in precedenza per un simile scopo da 
Trigueros e Ursini. Il tempo dato per rispondere al questionario, che è stato 
somministrato dai responsabili della ricerca alla presenza del professore di 
matematica, era di due ore. 
Per analizzare i dati, seguendo il Modello 3UV, nel seguito di questo articolo 
raggrupperò innanzitutto i quesiti in relazione all’uso della variabile coinvolto, 
classificando le risposte come corrette, non corrette e non date. In un secondo 
momento esaminerò, per ogni uso della variabile, i quesiti che hanno ottenuto più 
del 50% di risposte corrette (ciò dà informazioni sulle competenze dai ragazzi) e !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
7 Per approfondimenti sul Modello 3UV e sulle sue applicazioni cfr. TRIGUEROS, URSINI 2003; URSINI 2011; URSINI, 
TRIGUEROS 2009. 
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quelli con più del 50% di risposte non corrette (ciò mette in luce quali sono le 
difficoltà della maggioranza). In terzo luogo userò il Modello 3UV per analizzare le 
risposte e individuare comprensioni corrette e non corrette, segnalare le 
competenze raggiunte, ma anche gli errori più comuni e le difficoltà riscontrate in 
questo campione.  
4. RISULTATI 
In base all’analisi delle percentuali di risposte corrette, non corrette e non date 
possiamo affermare che tra il primo e il terzo anno della scuola secondaria di primo 
grado si riscontra, in generale, un miglioramento della comprensione del concetto 
di variabile, poiché: 
- diminuisce notevolmente la percentuale di risposte non date (infatti, per la 
gran maggioranza dei ragazzi, lavorare con la variabile non è più una novità); 
- aumenta la percentuale di risposte corrette (ad esempio, da 8 quesiti - su 47 - 
con più del 50% di risposte corrette nel primo anno si passa a 20 nel terzo 
anno); 
- aumenta anche la percentuale di risposte non corrette (ciò indica che il 
concetto non è ancora del tutto chiaro).  
4.1 INCOGNITA 
Le risposte date al questionario indicano che la maggioranza dei ragazzi al termine 
della scuola secondaria di primo grado è stata capace di: 
- scrivere in simboli (I5) un’incognita e usarla per fare operazioni semplici, con 
un solo passaggio (Scrivi in linguaggio matematico «Un numero sconosciuto 
moltiplicato per 13 è uguale a 127»);  
- interpretare la variabile simbolica come un’incognita (I2), manipolare la 
variabile (G4) e determinare il valore dell’incognita (I4), data un’equazione di 
primo grado, quando si chiede in modo esplicito di trovarne il valore (Calcola i 
valori che può avere la lettera nelle seguenti equazioni: 13x+27-2x=30+5x ;  4+x=2);  
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Nonostante i ragazzi non avessero ancora imparato a risolvere equazioni di secondo 
grado, quasi il 12% ha trovato una soluzione corretta dell’equazione (x+3)2=36 
(indicando 3 come risposta), mostrando così che riconoscevano che la variabile 
rappresentava un’incognita (I1, I2) e che si poteva determinarne il valore (I4). 
Gli errori fatti dalla maggioranza sono una ricca fonte d’informazione e mostrano, 
ad esempio, le difficoltà per manipolare la variabile (G4) quando è accompagnata da 
un esponente o da un coefficiente. Hanno scritto, ad esempio, che x2+6x è uguale a 
7x2, o che 3x+3x è uguale a 6x2, o che x2 è uguale a 2x, mostrando così una certa 
confusione tra l’uso del coefficiente e dell’esponente. 
Gli allievi hanno anche dimostrato difficoltà nello sviluppo del quadrato di un 
binomio, scrivendo, ad esempio, (x+3)2=x2+9. Questo tipo di errori sono ben noti e sono 
stati già evidenziati nel campo della ricerca, ma, come si vede, sono ancora presenti e 
persistenti, ed è quindi necessario che i docenti, oltre a riconoscerli, ne prendano 
chiara coscienza e segnalino ai ragazzi le misconcezioni a essi soggiacenti.  
La maggioranza dei ragazzi ha avuto difficoltà a impostare un’equazione (I5), 
assegnata verbalmente, quando sia necessario usare parentesi e operazioni che 
richiedono due passaggi (Un numero sconosciuto, moltiplicato per la somma dello stesso 
numero più 12, è uguale a 6). Gli errori commessi suggeriscono che tali allievi abbiano 
difficoltà a produrre e a considerare un’espressione aperta (in questo caso, 
l’espressione x+12) come un oggetto matematico a sé stante, con il quale si può operare 
per produrne un’altra, x(x+12) (risposte errate più comuni: x×x+12=6 o x×2x+12=6). 
Anche di fronte alla richiesta esplicita di porre un’equazione (I5) che permetta di 
risolvere un problema dato (Scrivi solo l’equazione (non è necessario risolverla): Giovanni 
è 15 anni più vecchio di Santiago. La somma delle loro età è 41. Quali sono le loro età?), la 
maggioranza non è riuscita a farlo (hanno scritto: x=41–15; 15+x=41; G+S=41) o ha 
cercato, piuttosto, di risolvere il problema aritmeticamente, mostrando così una 
chiara tendenza a voler trovare una risposta numerica, ma evitando la 
simbolizzazione algebrica.  
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Le risposte date a quesiti che richiedevano di interpretare la variabile (I2) (Scrivi 
quanti valori può assumere la lettera nella seguente espressione: 3+a+a=a+10) inducono a 
pensare che i ragazzi non sono abituati a riflettere sul significato delle variabili 
simboliche. Le risposte errate più comuni sono state: qualsiasi numero, qualunque 
numero, infinito, tre. La maggioranza non è riuscita quindi a vedere che si trattava di 
un’incognita (I2) e ha evidenziato la tendenza a interpretare la variabile come un 
numero generico (G2). Sembra che questi ragazzi, quando la richiesta non è quella 
di trovare il valore di una variabile, automaticamente la interpretino come un 
numero generico (G2), non vedano la necessità di manipolare l’espressione (G4) (in 
scritto o a mente) e quindi non riescano a comprenderla correttamente. La 
difficoltà a rendersi conto di cosa rappresenta la variabile in un determinato 
problema o espressione costituisce un forte ostacolo che impedisce di prendere le 
decisioni corrette sulle azioni da eseguire in seguito. Il risultato suggerisce che tali 
ragazzi non abbiano fatto un’esperienza nell’attività di riflessione sui distinti 
significati della variabile, sufficiente per permettere loro di distinguerli e associarli 
a situazioni specifiche. 
4.2 NUMERO GENERICO 
Riguardo all’uso della variabile come numero generico, le risposte dei ragazzi al 
termine della scuola secondaria di primo grado mostrano che la grande 
maggioranza di loro è stata in grado di riconoscere e di dedurre regole (G1, G3) 
molto semplici e applicarle per produrre esempi specifici. 
Le difficoltà sono sorte alla richiesta di scrivere in simboli la regola dedotta (G5). 
Per farlo, di solito è necessario lavorare simultaneamente con vari aspetti che 
caratterizzano l’uso della variabile come numero generico. Ad esempio, scrivere in 
simboli la regola come richiesto nel quesito 7.b (cfr. Figura 1) richiede di percepire 
e dedurre una regola (G1, G3), interpretare il simbolo dato - m in questo caso - come 
un numero generico (G2) e manipolarlo (G4) per scrivere in simboli (G5) la regola 
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dedotta (G3). Le risposte più frequenti a questo quesito sono state degli esempi 
numerici, del tipo: 121 punti, 143 punti, 100 punti, infiniti.  
 














Numero di punti: 9 
7.b Se continuiamo ancora, quanti punti avrà la Figura m?      
Figura 1. Il quesito 7b. 
 
La maggioranza dei ragazzi non è riuscita a svincolarsi dai casi numerici specifici e 
a passare a una riflessione sulle proprie azioni (ossia, sulle operazioni fatte per 
produrre gli esempi specifici), a generalizzare queste azioni e a descriverle usando 
il linguaggio algebrico.  
La mancanza di abitudine a riflettere sul significato della variabile si ritrova 
nuovamente (come già segnalato per l’incognita) quando si chiede quanti, e non 
quali, sono i valori che può assumere la lettera in una data espressione (G2). Ad 
esempio, di fronte all’espressione 3+a+a+a+10, molti ragazzi hanno assegnato un 
valore alla lettera a e hanno poi calcolato il risultato numerico (3+2+2+2+10=19); altri 
hanno scritto che rappresenta 3 valori, o 1 valore, o 2 valori; c’è chi, dopo aver fatto 
delle manipolazioni, ha interpretato l’espressione come un’equazione (3a+10 allora 
x=10/3); c’è chi ha cercato di manipolarla e ha scritto 3a3+10; altri hanno risposto 
scrivendo un numero (5, 10, 13, 16) e c’è ancora chi ha considerato che la domanda 
“non ha senso”. Le risposte ottenute mostrano che per la maggioranza di questi 
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ragazzi ciò che è veramente importante è che la variabile possa assumere un valore 
numerico specifico e quindi essi hanno cercato un modo per dedurlo.  
Le risposte date ai quesiti che richiedevano una riflessione (interpretare la variabile 
(G2) o scrivere una regola (G5)), e non solamente eseguire dei calcoli per arrivare a 
un risultato numerico (I4), o applicare una regola per produrre casi specifici, ci 
portano a dire8 che la maggioranza dei ragazzi non aveva una chiara coscienza delle 
proprie azioni e, anche se erano capaci di eseguire, quando richiesto, delle azioni 
apprese, non potevano descriverle. Si rafforza quindi ciò che si era già osservato 
rispetto all’incognita e che si ritroverà, come vedremo più avanti, anche 
nell’analizzare i quesiti concernenti la variabile in relazione funzionale. 
La difficoltà a considerare un’espressione algebrica come un oggetto matematico 
con cui si può lavorare per produrre altri oggetti matematici appare nuovamente 
(come già visto nel caso dei quesiti relativi all’incognita) quando si chiede di 
riscrivere in linguaggio matematico il seguente enunciato: Un numero sconosciuto è 
diviso per 5 e il risultato si somma a 7. Le risposte (la più comune è stata x:5=y+7, ma 
molti hanno scritto x/5=7 o x/5=x+7) mettono in evidenza la difficoltà a considerare 
un’espressione aperta - in questo caso x/5 - come un oggetto matematico con cui si 
può operare per ottenere una nuova espressione. La maggioranza, dopo aver scritto 
x/5, forse per il bisogno di identificare quest’espressione con un nuovo oggetto 
matematico, ha scritto x/5=y, ma poi non è stata in grado di usare la y come un 
nuovo oggetto e produrre l’espressione richiesta, y+7, scrivendo invece x:5=y+7.  
4.3 VARIABILE IN RELAZIONE FUNZIONALE 
La maggioranza dei ragazzi, al termine della scuola secondaria di primo grado, ha 
mostrato di possedere nozioni, anche se molto elementari, di quest’uso della 
variabile algebrica. Sono stati capaci di rispondere a quesiti che richiedono di 
affrontare almeno due dei seguenti aspetti: F1, F2, F3, F4 e F5, anche se a un livello 
molto elementare. La grande maggioranza non ha evidenziato difficoltà riguardo !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
8 Cfr. VYGOTSKY 1989. 
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all’idea di corrispondenza (F1), anche se non ha dimostrato di saper interpretare 
un’espressione del tipo x+a=y come una relazione tra due variabili; i ragazzi hanno, 
piuttosto, visto la variabile y come la rappresentazione del risultato che si ottiene 
assegnando diversi valori a x. Infatti, hanno considerato che x possa assumere un 
valore qualunque, mentre y no.  
Come già segnalato nel caso dell’incognita e del numero generico, risulta evidente 
la difficoltà della maggioranza a scrivere in simboli una relazione funzionale (F6). 
Nonostante avessero compreso che si trattava di una relazione funzionale e 
avessero potuto usarla per produrre casi specifici, i ragazzi non sono stati in grado 
di rappresentarla algebricamente (F6). Ad esempio, le risposte più frequenti al 
quesito riportato in Figura 2 sono state: n∙1=0,25 e 5n=1,25. 
 
 








Considera la tabella e scrivi la regola. Usa n  per rappresentare il numero di fotocopie. 
Figura 2. Un quesito sulla variabile in relazione funzionale. 
 
La maggior parte dei ragazzi ha mostrato difficoltà rispetto al concetto di 
variazione (F4), eccetto nel caso di espressioni lineari molto semplici (Considera: 
y=7+x. Che cosa succede al valore di y, quando il valore di x aumenta?).  
La difficoltà con la variazione (F4) non sembra però essere associata alla 
rappresentazione usata (algebrica, tabella, grafico). 
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Osserva la seguente tabella e rispondi alle domande. 










16.a Cosa accade a y quando il valore di x aumenta?!
Figura 3. 
 
Ad esempio, i tre quesiti seguenti hanno avuto la percentuale più alta di risposte 
non corrette, tra tutti quelli del questionario. 
- Primo quesito: Osserva le due espressioni: n+2, 2•n. Quale delle due rappresenta un 
valore più grande? (quesito tratto dal test che Küchemann usò negli anni 1970 
per indagare sulla comprensione della variabile da parte di 3000 alunni di 
scuola secondaria in Inghilterra). Per rispondere a questo quesito è 
necessario non soltanto rendersi conto che, al variare di n, i valori delle due 
espressioni (n+2 e 2•n) variano, ma occorre anche compararle per rendersi 
conto che variano in modo diverso e che, in un certo intervallo di valori, 
l’espressione n+2 può essere maggiore di 2•n. La maggioranza dei ragazzi 
sembra essersi concentrata, invece, solo sul tipo di operazione coinvolta nelle 
due espressioni, addizione o moltiplicazione, e quindi ha ritenuto che 2•n 
rappresentasse un valore più grande, perché implicava una moltiplicazione. 
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- Secondo quesito. Al secondo quesito (riportato in Figura 3) la grande 
maggioranza dei ragazzi ha risposto “aumenta”, considerando che, quando il 
valore di x aumenta, anche quello di y aumenta. Ciò suggerisce la mancanza 
di una visione globale e dinamica della variazione e il predominio di una 
percezione statica, dove prevale l’idea di corrispondenza. 
- Terzo quesito. Le risposte errate più comuni a questo quesito (riportato in Figura 
4) sono state: 0,10; diminuisce da x=9; diminuisce tra 4 e 10; diminuisce tra 10 e +n. Tali 
risposte mostrano chiaramente le difficoltà dei ragazzi a percepire la variazione 
congiunta considerando i quattro quadranti e anche una possibile confusione tra 
diminuzione e valori negativi. Nel caso di quest’uso della variabile risalta inoltre 
che un numero notevolmente maggiore di ragazzi ha lasciato i quesiti senza 
risposta. Ciò suggerisce che per la maggioranza forse era ancora troppo difficile 
lavorare con certi aspetti dell’uso della variabile in relazione funzionale, 
soprattutto quando questi non apparivano isolati ed era necessario passare 
dall’uno all’altro e combinare i passaggi con delle manipolazioni algebriche - il 
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5. CONCLUSIONI 
L’analisi delle risposte date al questionario, usando il Modello 3UV, fornisce 
informazioni che ci permettono di individuare con una certa precisione cosa hanno 
appreso i ragazzi alla fine della scuola secondaria di primo grado riguardo all’uso 
della variabile algebrica e quali sono le loro debolezze, difficoltà e misconcetti in 
merito. Analizzare gli errori che gli allievi commettono costituisce una fonte 
importante per capirli e scoprire di cosa abbiano ancora bisogno per impadronirsi 
di questo concetto.  
I risultati ottenuti mostrano che, nei primi tre anni di questo livello scolastico, i 
ragazzi hanno avuto un primo approccio, a livello molto elementare, alla variabile 
algebrica. La maggioranza, in casi molto semplici, può interpretare la variabile 
simbolica come incognita (I2) quando si chiede di calcolarne il valore (I4), e come 
numero generico (G2), quando si chiede di eseguire delle manipolazioni (G4), ma ha 
difficoltà nel distinguere tra incognita e numero generico quando si chiede di 
riflettere sul loro significato (I2, G2). La maggior parte percepisce la corrispondenza 
tra variabili simboliche (F1) e la variazione (F4), ma solo in casi molto semplici. 
I ragazzi possono simbolizzare una variabile e usarla per riprodurre un’equazione 
data verbalmente - cosa che implica un’operazione con un solo passaggio (I5) -, ma 
non sono capaci di scrivere in simboli espressioni che richiedono operazioni con 
due passaggi o di impostare un’equazione (I5) a partire da un problema, anche se 
molto semplice. Sono capaci di riconoscere e dedurre regole (G1, G3) e relazioni 
funzionali (F1) molto semplici e applicarle per produrre esempi specifici, ma hanno 
difficoltà a scrivere in simboli una regola (G5) o una relazione funzionale (F6).  
Le risposte corrette, assieme al tipo di errori commessi, suggeriscono che la 
maggioranza dei ragazzi abbia imparato a eseguire delle richieste esplicite, ma non 
a riflettere sulle proprie azioni e a decidere autonomamente su come procedere di 
fronte a un problema matematico, anche se molto semplice. Sviluppare questa 
capacità dovrebbe essere, ed è, uno degli obiettivi più importanti nella formazione 
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degli allievi, e non solo nell’ambito dell’insegnamento della matematica, anche se 
tale disciplina, in particolare l’algebra elementare, potrebbe essere un ottimo 
veicolo per sviluppare nei ragazzi la capacità di analizzare, di riflettere e di 
prendere coscienza di ciò che stanno facendo. 
Queste considerazioni sorgono essenzialmente dall’analisi degli errori, che, come detto, 
costituiscono sempre una fonte molto importante per comprendere i ragazzi e scoprire 
di cosa hanno bisogno per impadronirsi di un concetto. Analizzarli è fondamentale 
soprattutto per gli insegnanti, poiché essi possono fornire loro dei riferimenti abbastanza 
precisi per aiutare a decidere dove sarebbe conveniente introdurre delle modifiche nella 
trattazione del concetto in classe e migliorare l’apprendimento. Non meno importante è 
creare le condizioni affinché i ragazzi stessi si rendano conto dei propri errori, possano 
discuterne e riflettere su di essi, tra pari e con la guida dell’insegnante. Imparare la 
matematica dovrebbe essere per gli studenti molto più stimolante, interessante e 
formativo che riuscire semplicemente a dare risposte numeriche corrette. 
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SUNTO  
L’introduzione di tecnologie digitali nell’insegnamento della matematica, iniziata in Italia 
alla fine degli anni 1970, ha avuto alterne fortune. Di recente, essa viene incentivata, 
soprattutto per quel che riguarda le TIC, ma anche per l’uso di software dedicati. In questo 
articolo si considera come nodo cruciale un’opportuna formazione degli insegnanti in tal 
senso e si analizzano le due classi di problemi da affrontare, non disgiunte: problemi relativi 
all’uso dello strumento e problemi legati alle concezioni della matematica da parte degli 
insegnanti. 
PAROLE CHIAVE 
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; TECNOLOGIE DIDATTICHE / 
EDUCATIONAL TECHNOLOGY; CONCEZIONI DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS CONCEPTIONS; 
SCUOLA SECONDARIA / SECONDARY SCHOOL; FORMAZIONE DEGLI INSEGNANTI / TEACHER TRAINING. 
1. INTRODUZIONE 
Oggi, l’uso delle tecnologie digitali che si tende maggiormente a voler diffondere a 
livello scolastico è quello delle cosiddette TIC (Tecnologie dell’Informazione e della 
Comunicazione; in inglese ICT - Information and Communication Technology), orientato 
verso la comunicazione e l’uso della rete, trasversale a tutte le discipline. In questo 
contesto, viene inoltre promosso, anche da parte del MIUR (Ministero 
dell’Istruzione, Università e Ricerca), l’uso di strumenti tecnologici quali lavagne 
interattive multimediali e tablet. Quanto di tutto ciò possa risultare, se non 
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indispensabile, almeno utile per migliorare l’insegnamento e l’apprendimento della 
matematica da parte degli allievi è ancora da verificare. 
Non è la prima volta che ci si interroga riguardo all’utilità o meno di introdurre 
nuove tecnologie nell’insegnamento; anzi, è bene fare un salto nel passato per 
osservare che, in realtà, tutte le tecnologie, al momento della loro prima 
introduzione nell’insegnamento, sono state discusse, persino quella della scrittura 
alfabetica. 
È interessante riflettere su quanto Platone fa dire a Socrate a tale proposito nel 
dialogo “Fedro” (scritto nel 370 a. C., sul tema del corretto uso della retorica):  
SOCRATE 
Ecco: udii che a Nàucrati d’Egitto fu un Iddio [...] aveva nome Theuth. E ch’ei trovò primo i numeri, 
l’abaco, la geometria e l’astronomia e il giuoco delle pietruzze e dei dadi, e anche le lettere. 
Ed essendo Tamo re allora di tutto quanto l’Egitto [...] Theuth andò a lui e mostrogli le dette arti, e disse 
che esse si dovessero insegnare a tutti gli Egizi. 
E il Re gli domandò del giovamento di ciascuna di queste arti e [...] biasimava quel che non gliene paresse 
bene, quel che sì, lodava. [...] 
Ma, come si fu venuto alle lettere, Theuth così disse: - Queste, o re, faran più sapienti gli Egizi e più 
memoriosi; però ch’elle sono medicina di memoria e sapienza -. 
[il Re]: - [...] tu, padre di esse lettere, per amore hai affermato esse fare il contrario di quello che fanno. [...] 
elle cagionano smemoramento nelle anime di coloro che le hanno apprese, perocché più non curano della 
memoria, come quelli che, fidando della scrittura, per virtù di strani segni di fuori si rammentano delle 
cose, non per virtù di dentro e da sé medesimi. 
Dunque trovato hai medicina, non per accrescere la memoria, sebbene per rievocare le cose alla memoria. 
E quanto a sapienza, tu procuri ai discepoli l’apparenza sua, non la verità; i quali, senza insegnamento, 
uditori di molte cose, di molte cose si crederanno esser conoscitori, e sono ignoranti [...], per ciò che paiono 
e non sono savi1. 
Platone, nonostante facesse ampio uso dello strumento della scrittura alfabetica, 
nella conclusione del “Fedro” (per voce di Socrate) esalta la superiorità della 
comunicazione orale rispetto al testo scritto. A meglio guardare, però, nel brano del 
“Fedro” qui riportato si intravede soprattutto un’esaltazione dell’interattività del 
dialogo, ai fini dell’apprendimento, rispetto a un messaggio statico e staticamente 
riprodotto. Platone sottolinea l’importanza dell’interazione tra docente e allievo, e 
di conseguenza l’azione del docente. Soprattutto, però, egli sottolinea che bisogna !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 Testo citato dalla traduzione di Francesco Acri. 
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evitare il pericolo di formare “falsi sapienti”, individui che credono di sapere e 
invece non hanno interiorizzato quanto appreso, non vi hanno riflettuto, non 
hanno fatto propria la (vera) conoscenza, e ciò a causa, potremmo dire, di un uso 
distorto della tecnologia della scrittura: imparare solo meccanicamente, a memoria, 
quanto è scritto. 
Per rispondere a Platone in difesa della scrittura e spiegare il motivo per cui si è 
dimostrata fondamentale nella diffusione e nello sviluppo della cultura, possiamo 
osservare che, per apprendere in modo significativo studiando da un testo scritto, si 
deve essere capaci di instaurare un continuo “dialogo” con il testo stesso. 
Concordiamo quindi con Platone, se osserviamo che ogni strumento didattico, 
tecnologico e non, può essere usato in modo utile, inutile o addirittura dannoso. 
 Per quanto riguarda le TIC, basti tenere presente i seguenti (forse ovvi) esempi: 
- le ricerche in Internet, preziose se fatte con criterio, possono diventare una 
scuola di condivisione e di abitudine al riconoscimento del lavoro degli altri; 
al contrario, possono portare l’allievo a raccogliere acriticamente una 
pseudocultura “spazzatura” e incentivarlo a un “copia e incolla” passivo e 
addirittura fraudolento, ovvero senza citare le fonti; 
- la frequentazione di social network e blog può costituire un’utile palestra di 
discussione e una scuola di condivisione; al contrario, può degenerare in una 
supina accettazione di opinioni considerate autorevoli solo perché “scritte” 
nel web. 
2. UN BREVE EXCURSUS SULL’INTRODUZIONE DELLE TECNOLOGIE DIGITALI 
NELL’INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA 
L’introduzione delle tecnologie digitali nell’insegnamento scolastico della 
matematica ha una storia quasi quarantennale. 
Considerando la realtà italiana, basti ricordare che, già verso la fine negli anni 1970, 
si cominciò a discutere sull’opportunità di introdurre a scuola le calcolatrici 
tascabili, che, all’epoca, cominciarono ad apparire sul mercato con prezzi sempre 
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più alla portata di (quasi) tutti. Come al solito, c’era chi le avversava decisamente, 
temendo che avrebbero reso gli allievi incapaci di apprendere le tecniche di calcolo, 
e chi invece ne intravedeva l’utilità, fermo restando che doveva esserne 
assolutamente evitato l’uso acritico. 
In seguito, molti insegnanti cominciarono a introdurre le calcolatrici già nella 
scuola primaria, tenuto conto che gli allievi le usavano comunque a casa, in modo 
meccanico, e che era preferibile insegnare a usarle correttamente. Si andò oltre, 
sfruttandole per trattare meglio certi argomenti di matematica, alcuni fino ad 
allora trascurati2, e si passò anche all’utilizzo di calcolatrici tascabili programmabili. 
Negli anni 1980, quando si resero disponibili, con costi sostenibili dagli istituti 
scolastici, se non ancora da tutte le famiglie, gli home computer come lo Spectrum 
della Sinclair Research Ltd. e il Commodore della Commodore International Ltd., si 
arrivò alle prime sperimentazioni scolastiche dell’uso del computer. Si trattava di 
piccoli computer dotati di audio e grafica, direttamente collegabili al televisore, 
dedicati soprattutto ai videogiochi, che si rivelarono però ottimi strumenti 
informatici utilizzabili a scopo didattico. Poco tempo dopo, si passò all’utilizzo dei 
personal computer. 
La Regione Friuli Venezia Giulia fu all’avanguardia, all’epoca, con il Progetto IRRSAE 
“Computer e Didattica”3, un percorso di formazione permanente per gli insegnanti 
di scuola secondaria (esteso poi ad altri livelli), incentrato inizialmente proprio 
sull’uso del computer per l’insegnamento della matematica. Si proponeva e si 
sperimentava in classe un utilizzo orientato anche a sviluppare competenze 
informatiche di buon livello. 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
2 Molti spunti sull’uso ragionato delle calcolatrici sono presenti in BRUNELLI, RINALDI CARINI 1984.  
3 Progetto pluriennale dell’Istituto Regionale di Ricerca, Sperimentazione e Aggiornamento Educativi della Regione 
Friuli Venezia Giulia, attivato a partire dal 1982, quindi prima dell’avvento del Piano Nazionale Informatica - PNI. Fu 
istituito su proposta di Giovanni Torelli e svolto in stretta collaborazione con il Nucleo di Ricerca Didattica del 
Dipartimento di Scienze Matematiche dell’Università di Trieste. Negli atti dei congressi organizzati annualmente 
venivano raccolti lavori di docenti universitari e di scuola secondaria, realizzati anche in collaborazione. 
Un’illustrazione dei risultati conseguiti, con un’interessante selezione dei primi lavori prodotti, è contenuta in ROCCO 
ET AL. 1990. 
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Con tali tecnologie digitali si potevano indagare, liberati dall’impaccio dei calcoli, i 
concetti dell’analisi matematica; nel lavoro di programmazione in linguaggio Basic 
o Pascal si potevano esercitare le capacità logiche; inoltre, si potevano introdurre 
nuovi argomenti nel curriculum scolastico, tratti dall’analisi numerica, come i 
problemi relativi all’approssimazione dei calcoli e alla stabilità di algoritmi4. 
In seguito, a causa del rapido sviluppo degli strumenti informatici e dell’estendersi 
del loro campo di applicazione, l’utilizzo del personal computer nella scuola si 
orientò piuttosto verso pacchetti applicativi con obiettivi simili a quelli per il 
conseguimento della “Patente europea del computer”, mentre l’uso matematico e 
informatico di alcuni di essi (come i fogli elettronici) rimaneva in secondo piano, 
legato prevalentemente a progetti specifici, come il PNI. 
Nel contempo, a partire dagli anni 1980, si svilupparono software espressamente 
dedicati alla didattica della matematica, sia per il calcolo algebrico (che proponevano 
sostanzialmente versioni semplificate di software per il calcolo simbolico usato a 
livello professionale), sia per la geometria (i cosiddetti software di geometria 
dinamica). In particolare, intorno a questi ultimi si svolge da decenni un’intensa 
attività di ricerca e sperimentazione. Le loro versioni più recenti tendono a integrare 
funzionalità geometriche e di calcolo simbolico. Il primo di questi, Cabri Géomètre5, 
tuttora molto diffuso, sta cedendo il passo al molto più “giovane” Geogebra, che ha 
dalla sua il vantaggio di essere liberamente scaricabile e open source. 
3. CHE COS’È LA MATEMATICA 
Nel caso dell’insegnamento della matematica, per rispondere all’interrogativo già 
posto, riguardo all’utilità o meno delle tecnologie digitali, è ovvio che queste ultime 
sono utili solo se risultano efficaci nel far apprendere la matematica agli allievi. Non 
vanno perciò usate come fini a se stesse e non devono diventare un carico in più per 
lo studente, senza cogliere dei benefici in tale direzione. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
4 Si vedano, ad esempio, le proposte contenute in ZUCCHERI 1986. 
5 Per la storia di Cabri Géomètre si rinvia a http://www.cabri.net/cabri2/historique.php 
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Ma, che cos’è la matematica? 
“Che cos’è la matematica?”, oltre a essere il titolo del notissimo libro di Courant e 
Robbins6, è la domanda che rivolgo sempre ai miei studenti (e agli specializzandi 
post-laurea) all’inizio dei miei corsi di Didattica della matematica. Ricordo che tanti 
anni fa me la pose, quand’ero studentessa di matematica del terzo anno, la docente 
di un corso dell’indirizzo didattico7, e che mi meravigliai non solo di non saper 
rispondere, ma anche di non essermi mai posta tale domanda prima di allora. La 
matematica mi era sempre piaciuta e la studiavo per questo motivo, ma mi 
sembrava impossibile spiegare cosa fosse, o meglio, pensavo che avrei saputo 
riconoscere a prima vista qualunque cosa fosse di genere “matematico” [ovvero, 
ritenevo di avere abbastanza chiara l’estensione del concetto], ma non riuscivo a dare 
della matematica una definizione generale che ne spiegasse l’intima essenza [cioè, 
non sapevo come illustrare l’intensione del concetto]. 
In effetti, “Che cos’è la matematica?” è una domanda molto difficile, alla quale i più 
grandi pensatori, nel corso dei secoli, hanno dato le più svariate risposte8; perciò, 
dopo aver sottoposto i miei allievi a questa specie di shock, cerco di metterli più a 
loro agio chiedendo loro semplicemente di dire in piena libertà ciò che passa loro 
per la mente, consci del fatto che probabilmente esprimono per la prima volta 
un’opinione sull’argomento. 
Ad esempio, all’inizio di un corso tenuto per l’Area F.I.M. della S.S.I.S.S. di Trieste9 e 
frequentato da laureati in matematica, in fisica e in scienze economiche e 
statistiche, ho registrato risposte del seguente tenore: 
- La matematica serve per le applicazioni alle scienze. 
- La matematica è utile per descrivere il mondo che ci circonda. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
6 Cfr. COURANT, ROBBINS 2000. 
7 Si trattava di Evi Azzali Carminati, che ringrazio di questo “input”. 
8 Basti ricordare Platone, Aristotele, Galileo, Cartesio e, in tempi più recenti (fine XIX e inizio XX secolo), le tre 
diverse scuole di pensiero logicista, formalista, intuizionista. Il dibattito sembra sopito, ma ogni tanto riemerge (cfr., 
ad esempio, BONCINELLI, BOTTAZZINI 2000). 
9 Area Fisico Informatico Matematica della Scuola di Specializzazione per l’Insegnamento nella Scuola Secondaria 
dell’Università di Trieste (tale Scuola, attiva dal 1999 al 2009, aveva durata biennale). 
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- La matematica è una serie di teoremi che seguono da precise definizioni e 
assiomi. 
- La matematica è un linguaggio molto preciso. 
Ho poi chiesto se la matematica “sta dentro o fuori di noi” (si scopre o si inventa?) e tutti 
quelli che si sono espressi si sono mostrati convinti del fatto che l’uomo ha appreso la 
matematica osservando la natura. A questo punto ho mostrato loro delle foto di fiori, 
nelle quali tutti hanno visto delle proprietà geometriche. In particolare, in quella di 
Figura 1 (Ornithogalum umbellatum) tutti hanno visto vari triangoli equilateri e in 




 Figura 1. Fiore di Ornitogalum umbellatum.  Figura 2. Fiore di Iris pseudocorus. 
 
Ho quindi chiesto dove fossero esattamente questi triangoli, e così pure dove 
fossero tutte quelle meravigliose figure che gli antichi osservatori del cielo 
notturno avevano intravisto unire le stelle in tante costellazioni, dalla forma che si 
adattava così bene ai racconti mitologici... Ci siamo quindi addentrati per un po’ nel 
labirintico campo della psicologia della percezione e, alla fine, forse sono riuscita a 
convincere gli studenti (probabilmente solo a livello razionale10) del fatto che la !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
10 A livello emotivo, invece, come posso testimoniare anche per esperienza personale, parecchi matematici 
confessano che, al momento del conseguimento di un nuovo risultato, hanno la netta sensazione di “aver scoperto” 
qualcosa che esisteva già, nascosto, e attendeva di essere svelato, piuttosto che quella di avere inventato qualcosa che 
prima non esisteva affatto. Il fatto che, nel corso della creazione di nuova matematica, i matematici lavorino come se 
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matematica fa parte del “nostro modo di apprendere”, ovvero è qualcosa che abbiamo 
dentro di noi e che, in definitiva, è frutto di una costruzione umana11. 
Alcuni autori riportano la seguente classificazione delle concezioni della matematica12: 
1. visione dinamica della matematica come un campo in continua espansione, come 
creazione, invenzione umana, come processo di ricerca per arrivare alla conoscenza e 
aumentare il sapere: punto di vista del problem solving; 
2.  visione statica della matematica come un corpo di conoscenze immutabile, unificato e 
con interconnessioni e verità tenute assieme dalla logica, in cui “si scopre”, non 
si crea: punto di vista “platonico”; 
3.  visione dall’esterno della matematica come strumento, una sorta di bagaglio di 
“attrezzi utili” (ad esempio alle altre scienze), un insieme di regole da applicare 
per qualche scopo esterno a essa: punto di vista strumentale. 
Quali che siano, però, le convinzioni a livello emotivo di un insegnante riguardo alla 
matematica, è importante soprattutto il modo in cui questi la presenta ai propri 
allievi e ciò, a differenza delle emozioni che prova, è rilevabile in modo obiettivo. 
A questo scopo può risultare utile fare riferimento allo schema in Figura 3, proposto 
in PELLEREY 1983, che mette in evidenza due coppie di tendenze opposte: la 
concezione di tipo formale, opposta a quella sostanziale, e la concezione descrittiva, 
opposta a quella costruttiva. 
Nella concezione formale la matematica è vista come un linguaggio formalizzato, e 
l’insegnamento si concentra sulla capacità di manipolare correttamente formule e 
proposizioni scritte in modo simbolico; nella concezione sostanziale interessano 
maggiormente i significati, i concetti soggiacenti a formule e definizioni, quindi si 
insegna mirando più alla sostanza del discorso e portando esempi di applicazione in 
diversi campi.  !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
la loro disciplina descrivesse oggetti della realtà esterna è stato rilevato in lavori di ricerca (cfr. HERSH 1986, citato in 
DOSSEY 1992, p. 42). 
11 Un’interessante panoramica, a livello divulgativo, su recenti studi nel campo delle neuroscienze che sembrano 
confermare tale opinione è contenuta in DEHANE 2000. 
12 Cfr., ad esempio, THOMPSON 1992.  
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La concezione descrittiva consiste nel pensare alla matematica come a un qualcosa di 
preesistente in un mondo ideale, con una struttura unitaria e coerente che noi dobbiamo 
scoprire e imparare, per cui l’insegnamento mira a far comprendere e apprendere 
definizioni, teoremi, dimostrazioni, in una struttura preordinata; la concezione costruttiva 
consiste invece nel considerare centrale il processo costitutivo dei concetti, delle 
definizioni, dei teoremi e delle loro dimostrazioni, e nell’insegnamento si tende a sviluppare 





Concezione descrittiva Concezione costruttiva 
 
Figura 3. Concezioni della matematica descritte in PELLEREY 1983. 
 
Un esercizio che propongo ai miei allievi è quello di trovare le “coordinate”, nello 
schema in Figura 3, delle lezioni di matematica che hanno seguito da studenti (nella 
scuola primaria, secondaria e nei corsi universitari) e di quelle che eventualmente 
abbiano già tenuto come docenti. 
Per un insegnamento di tipo formativo, che cerchi di insegnare anche ad apprendere 
autonomamente e a essere flessibili, è ampiamente riconosciuta l’opportunità di 
puntare al quadrante di Figura 3 relativo alle concezioni sostanziale/costruttiva, 
presentando quindi la matematica in modo sostanziale e costruttivo. 
Il motivo per cui un insegnante si pone molto spesso nella situazione del quadrante 
relativo alle concezioni formale/descrittiva può essere dovuto al suo modo di !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
13 PELLEREY 1983, pp. 24-26. 
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rapportarsi con la matematica, che dipende da idee personali (a livello conscio o 
inconscio), da esperienze vissute personalmente in questo contesto14 e dalla sua 
preparazione professionale. Soprattutto per un insegnante inesperto, così come per 
gli allievi15, la situazione della lezione frontale descrittiva e formale è molto più 
rassicurante di una lezione improntata a un coinvolgente costruttivismo. 
Se il docente di un corso di formazione per insegnanti non tiene conto del fatto che 
le concezioni della matematica dei propri allievi potrebbero differire dalle proprie, 
rischia di veicolare involontariamente, riguardo a metodi e contenuti 
dell’insegnamento della matematica, idee completamente diverse da quelle che ha 
intenzione di trasmettere. 
Nel seguito di questo articolo mi riferirò a quanto ho osservato a tale proposito, nel 
contesto dell’insegnamento relativo all’utilizzo di software didattico ai futuri insegnanti. 
4. ABILITÀ E COMPETENZE NECESSARIE AGLI INSEGNANTI PER UTILIZZARE AL MEGLIO 
LE TECNOLOGIE NELL’INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA 
La problematica dell’utilizzo di strumenti didattici in generale, e, in particolare, di 
tecnologie digitali, insieme a quella della corrispondente formazione degli 
insegnanti, è da lungo tempo oggetto di studi e ricerche. Basti ricordare i lavori 
svolti nell’ambito dell’European Society for Research in Mathematics Education dal 
gruppo di lavoro tematico “Tools and technologies” fin dal suo primo congresso 
CERME 1, tenutosi nel 1999 in Germania, a Osnabrück. 
Qui di seguito considereremo due classi di problemi, tra loro però collegate: i 
problemi relativi all’uso dello strumento in sé e quelli legati alle concezioni della 
matematica degli insegnanti. 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
14 Il matematico tedesco Felix Klein rilevava che gli insegnanti di matematica tendevano a riproporre, in assenza di 
una preparazione professionale adeguata, il modello di insegnamento a loro volta ricevuto, a causa di quella che 
indicava come una doppia discontinuità, dapprima nel passaggio effettuato come studenti dalla matematica 
scolastica a quella universitaria, e poi nel ritorno a scuola come insegnanti (KLEIN 19243, p. 1). 
15 È emblematico che, nei questionari per la valutazione dell’attività didattica compilati dai suoi studenti, a un 
insegnante del Nucleo di Ricerca Didattica di cui sono responsabile è capitato di leggere la richiesta che “l’insegnante 
si attenga maggiormente al testo e non divaghi”. 
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4.1 PROBLEMI RELATIVI ALL’USO DELLO STRUMENTO IN SÉ 
Per stabilire quali abilità e competenze sono necessarie agli insegnanti di matematica per 
utilizzare al meglio le tecnologie nella didattica della matematica, bisogna tenere conto, 
in primo luogo, del fatto che lo strumento didattico pone sempre delle opportunità ma anche 
delle problematiche, in quanto si inserisce nel processo di insegnamento/apprendimento. 
Può essere di aiuto, ma può rappresentare anche un elemento di disturbo.  
Lo strumento didattico funge, infatti, da mediatore per la costruzione della 
conoscenza; da questo punto di vista, nell’analizzare l’uso dello strumento didattico 
si devono distinguere tre livelli intrecciati: 
1. il livello dell’interazione tra strumento e conoscenza; 
2. il livello di interazione tra conoscenza, strumento e docente; 
3. il livello di integrazione dello strumento nel curriculum matematico e nella 
classe, cioè tra strumento, conoscenza, docente e allievo16. 
La complessa situazione può essere rappresentata in Figura 4, in cui si è voluto 
anche enfatizzare come l’uso dello strumento possa produrre nuova conoscenza, sia 
per il docente che per l’allievo. 
 
Figura 4. Mediazione dello strumento didattico in un processo di insegnamento/apprendimento. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
16 GUTIERREZ, LABORDE, NOSS, RAKOV 1999. 
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Tuttavia, modellizzando “concretamente” i concetti matematici attraverso l’uso 
di uno strumento, si può correre il rischio di generare misconcezioni. Per 
portare solo due banali esempi, le rappresentazioni visuali di enti geometrici 
proposte precocemente agli allievi sullo schermo di un computer, specialmente 
se la risoluzione non è molto alta, possono risultare fuorvianti rispetto alla 
formazione del concetto di continuità; con una calcolatrice a notazione non 
scientifica, che tronca i risultati delle operazioni, si può ottenere che (1/3)×3 
non è uguale a 1. 
Tali situazioni possono, però, anche essere sfruttate in senso positivo, proprio per 
mettere in risalto le differenze tra il modello concreto e la teoria matematica.  
Per riuscire in questo intento, l’insegnante deve: 
1. padroneggiare la materia da insegnare; 
2. saper gestire lo strumento dal punto di vista tecnologico; 
3. essere in grado di intuire limiti e possibilità offerte dallo strumento, a scopo 
didattico, in ambito matematico. 
La competenza descritta al punto 3 non è semplice conseguenza dell’acquisizione 
delle competenze di cui ai punti 1 e 2; tuttavia molti corsi di formazione per 
insegnanti si pongono come obiettivo solo le prime due. Il terzo tipo di competenza 
è legato anche alla concezione che l’insegnante ha della matematica. 
4.2 PROBLEMI LEGATI ALLE CONCEZIONI DELLA MATEMATICA DELL’INSEGNANTE 
Il tema “strumenti e tecnologie didattiche” suscita di solito un grande interesse 
negli insegnanti e nei futuri insegnanti, se non addirittura entusiasmo. Reazioni di 
questo tipo sono confermate dalla mia esperienze personale, ma anche da 
esperienze svolte in altri Paesi, come indicato in PONTE, OLIVEIRA 2002.  
Ad esempio, nel caso del software di geometria dinamica, molti allievi, anche i 
più scettici, alla fine dei corsi sembravano soddisfatti e desiderosi di saperne di 
più e di mettere in pratica quanto avevano appreso. Tuttavia, pur avendo svolto, 
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discusso e prodotto con loro, in attività laboratoriali tenute in aula 
informatizzata, vari esempi concreti di utilizzo didattico del software per il 
livello scolare previsto (scuola secondaria di primo o di secondo grado), con le 
finalità di usare tali strumenti per sviluppare le capacità logiche degli allievi e per 
facilitare l’acquisizione del metodo matematico17, non sempre ho riscontrato, nei 
lavori da loro autonomamente prodotti a fine corso, l’applicazione pratica di ciò 
che desideravo apprendessero. 
Mi sono chiesta se le cause di ciò si potessero ascrivere, da parte degli allievi, solo 
alla loro carenza di conoscenze matematiche e informatiche, o alla scarsa 
interiorizzazione del metodo matematico. 
Pur non sottovalutando questi aspetti, ho però notato un forte legame tra i risultati 
prodotti e le concezioni personali (consce o inconsce) della matematica e le 
concezioni e convinzioni personali (consce o inconsce) sui contenuti e modalità di 
insegnamento della matematica stessa18. 
Per comprendere ciò, mi è stato utile analizzare gli elaborati presentati dagli allievi 
a fine corso, compararli con osservazioni sul loro comportamento effettuate 
durante le attività di laboratorio del corso, in altri corsi e relativi esami, rilevare le 
loro opinioni tramite interviste e questionari. 
Il software di geometria dinamica si può utilizzare didatticamente in vario modo: 
A. per realizzare costruzioni geometriche assegnando le opportune istruzioni agli 
allievi (ciò si può fare in modo più o meno critico, con diversa competenza 
matematica); 
B. per illustrare in modo dinamico concetti geometrici, relazioni o proprietà (ciò 
richiede competenza matematica, soprattutto per cogliere il punto o il concetto 
fondamentale da evidenziare, e abilità nel pianificare una presentazione di tipo 
visuale chiara e ordinata); !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
17 Si ricorda che le indicazioni ministeriali della scuola italiana, per ogni livello scolare, affermano che le finalità 
principali dell’insegnamento della matematica sono lo sviluppo delle capacità di ragionamento e l’apprendimento del 
metodo matematico. 
18 Cfr. ZUCCHERI 2003A, 2003B. 
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C. per stimolare gli allievi a investigare problemi e formulare congetture, 
possibilmente anche in modo autonomo (ciò richiede creatività e abilità 
nell’investigare, risolvere e proporre problemi). 
Per portare un esempio dei diversi approcci, consideriamo la nozione di baricentro 
di un triangolo (cfr. Figura 5). 
 
Figura 5. Mediane e baricentro di un triangolo realizzati con Geogebra. 
 
Un percorso didattico di tipo A potrebbe consistere nell’assegnare agli allievi un 
elenco ordinato di istruzioni per la costruzione delle tre mediane AE, BF, CD del 
triangolo ABC e nella constatazione che queste si incontrano nel punto G, detto 
baricentro. 
Un percorso di tipo B potrebbe tendere, sfruttando la dinamicità del software, a 
illustrare, evidenziandola maggiormente, una peculiarità del concetto (perché il 
baricentro è un punto notevole del triangolo? cos’ha di notevole?), ossia in questo 
caso il fatto che tre segmenti si intersechino in uno stesso punto. Ciò si può fare 
costruendo inizialmente due mediane (in Figura 5, le mediane AE e CD) e il punto 
medio F del lato AC; successivamente, congiungendo B con F e notando che la 
mediana BF passa per G. Ancor più si evidenzierà il concetto se si congiungerà B con 
un qualunque punto P del lato AC e si farà notare che, al variare di P sul lato AC, il 
segmento AP passa per G se e solo se P coincide con F. Questo percorso può essere 
presentato dall’insegnante stesso o proposto agli allievi elencando le istruzioni in 
una scheda di lavoro. 
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Un percorso di tipo C, prendendo spunto da GUTIERREZ, LABORDE, NOSS, RAKOV 1999, 
potrebbe invece iniziare richiedendo agli allievi di affrontare il seguente problema 
(cfr. Figura 6): 
Dato un quadrilatero ABCD, congiungi ogni vertice con i punti medi dei lati che non lo contengono. Trova 
quanti sono i punti di intersezione dei segmenti così ottenuti.  
 
Figura 6. Configurazione ottenuta nel caso di un quadrilatero convesso. 
 
Successivamente, agli allievi sarà richiesto di investigare, modificando la figura, 
cosa accade in casi particolari, fino a considerare quello in cui, quando due vertici 
del quadrilatero vengono a coincidere, si forma un triangolo. Agli allievi sarà anche 
richiesto di svolgere delle argomentazioni sul perché si ottengono le configurazioni 
osservate. 
Ho analizzato più volte gli elaborati prodotti a fine corso dai miei studenti, nei 
percorsi di formazione iniziale per insegnanti, tenendo presente le classificazioni 
delle concezioni della matematica proposte in THOMPSON 1992 e PELLEREY 1983 (cfr. 
Sezione 3 del presente contributo). 
Come ho osservato in ZUCCHERI 2003B, tra gli allievi con maggiore preparazione di 
base in matematica, quali i laureati in matematica, fisica o ingegneria, ho 
riscontrato solo una parte minoritaria di costruttivisti, più orientati verso il problem 
solving, che riesce in modo quasi spontaneo a realizzare progetti didattici del tipo C. 
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Molti di loro, invece, con un approccio formalista e legato alla concezione 
platonica, producevano solo progetti di tipo A e B, con tendenza a ideare una 
lezione tradizionale “di matematica” da svolgere in classe, precedente e separata da 
una lezione in aula informatizzata (occorre notare che ciò era l’opposto 
dell’esperienza da loro stessi vissuta durante il corso). 
Gli allievi con lauree di altro tipo, aspiranti all’abilitazione all’insegnamento della 
matematica nella scuola secondaria di primo grado, proponevano invece progetti in 
cui era evidente la loro concezione strumentale della matematica. Costoro, pur 
basandosi su argomenti già sviluppati nel corso, producevano progetti didattici di 
tipo A e B e si limitavano a presentare agli allievi regole e verifiche numeriche di 
regole e proprietà, generalmente senza argomentazioni teoriche, ma attraverso 
“misurazioni” di lunghezze, aree, angoli, effettuate grazie alle funzioni del software 
stesso, di cui peraltro ignoravano completamente la base matematico-numerica.  
Un esempio emblematico fu la proposta di far verificare agli allievi persino 
l’uguaglianza delle misure di certi segmenti ottenuti come raggi di uno stesso 
cerchio. Alcuni degli elaborati sembravano dimostrare che l’attenzione del loro 
estensore era volta, in realtà, solo ad aspetti marginali del software proposto, fino al 
suo utilizzo come mero strumento per il disegno tecnico, o addirittura era catturata 
dal piacere dell’uso dello strumento per se stesso. 
5. CONCLUSIONI 
Ritengo che il quesito, al quale si intendeva rispondere con questo scritto, non ha, 
in realtà, una risposta certa. 
Infatti, se ci chiediamo se l’utilizzo delle tecnologie digitali nella didattica della 
matematica sia una moda effimera, possiamo rispondere che sicuramente si 
dimostrerà tale, se queste tecnologie, su larga scala, non risulteranno veramente 
efficaci per migliorare l’apprendimento della matematica. Tale utilizzo offre 
certamente delle opportunità per ottenere questo risultato, ma le opportunità 
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bisogna saperle cogliere e, a tal fine, nei percorsi di formazione degli insegnanti 
vanno coltivate in modo mirato le competenze necessarie. 
Come ho osservato in precedenza, tali percorsi non possono tenere conto solo degli 
aspetti teorici relativi alla conoscenza della disciplina e tecnici riguardo allo 
strumento da utilizzare, bensì devono tendere a curare e, se necessario, a 
modificare le convinzioni e le concezioni dei futuri insegnanti riguardo alla 
matematica e al suo metodo di insegnamento. Questo obiettivo non è di poco conto, 
è da perseguire, anche se non è facilmente ottenibile nelle (poche o tante che siano) 
ore dedicate a corsi universitari sulle tecnologie didattiche e per l’integrazione di 
eventuali lacune nelle conoscenze matematiche. 
Si può auspicare di conseguire qualche risultato in tal senso agendo in modo 
continuo attraverso la pratica didattica e il confronto diretto con insegnanti esperti 
nell’utilizzo didattico delle tecnologie, a iniziare dalle attività di tirocinio svolte 
nell’ambito dei corsi di formazione iniziale e, in seguito, con attività di formazione 
permanente, all’interno delle quali si possa attuare, con la discussione e il lavoro di 
gruppo, l’interazione tra insegnanti di diversa preparazione matematica e con 
concezioni della matematica di tipo diverso. 
BIBLIOGRAFIA 
BONCINELLI E., BOTTAZZINI U. 
2000, La serva padrona, Milano, Cortina. 
 
BRUNELLI A., RINALDI CARINI R. 
1984, Intelligenza e metodo al calcolatore, Bologna, Zanichelli. 
 
COURANT R., ROBBINS H. 
2000, Che cos’è la Matematica? Introduzione elementare ai suoi concetti e metodi, Torino, Bollati 
Boringhieri (trad. it. della 2. Edizione riveduta da I. Stewart; 1. Edizione inglese 1941). 
 
DEHANE S. 
2000, Il pallino della matematica, scoprire il genio dei numeri che è in noi, Milano, Mondadori. 
 
DOSSEY J. A. 
1992, The nature of Mathematics: its role and its influence, in GROUWS D. A. (a cura di), «Handbook of 
Research on Mathematics Teaching and Learning», New York, Macmillan, pp. 39-48. 
 
Utilizzo delle tecnologie digitali nella didattica della matematica: moda effimera o opportunità?     Luciana Zuccheri 
QuaderniCIRD n. 8 (2014) 40 ISSN 2039-8646 
GUTIERREZ A., LABORDE C., NOSS R., RAKOV S. 
1999, Tools and technologies, in SCHWANK I. (a cura di), «Proceedings of the First Conference of the 
European Society for Research in Mathematics Education», Osnabrück, Forschungsinstitut für 
Mathematikdidaktik, pp. 183-187. 
 
HERSH R. 
1986, Some proposals for reviving the philosophy of mathematics, in TYMOCZKO T. (a cura di), «New 
directions in the philosophy of mathematics», Boston, Birkhäuser, pp. 9-28. 
 
KLEIN F. 
19243, Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. I Band. Arithmetik - Algebra – Analysis, 
Berlin, Springer (1. Edizione 1908). 
 
PELLEREY M. 
1983, Per un insegnamento della matematica dal volto umano, Torino, SEI. 
 
PONTE J. P., OLIVEIRA H. 
2002, Information technologies and the development of professional knowledge and identity in teacher 
education, in NOVOTNA J. (a cura di), «Proceedings of the Second Conference of the European 
Society for Research in Mathematics Education», Prague, Charles University, pp. 310-321. 
 
ROCCO M., MARKÒ R., BRESSAN C., VETERE ROSSI A., FONTANA R., PETROSSI F., TODISCO L. 
1990, Tre proposte didattiche per l’insegnamento di statistica e probabilità con l’utilizzo del computer, 
Quaderno n. 5, Progetto strategico del CNR “Tecnologie e innovazioni didattiche”, Trieste, Nucleo 
di Ricerca Didattica del Dipartimento di Scienze Matematiche, Università di Trieste. 
 
THOMPSON A. G. 
1992, Teachers’ belief and conceptions: a synthesis of the research, in GROUWS D. A. (a cura di), «Handbook 
of Research on Mathematics Teaching and Learning», New York, Macmillan, pp. 127-146. 
ZUCCHERI L. 
1986, Analisi di alcuni problemi che scaturiscono dall’uso del computer nelle discipline scientifiche: una 
proposta didattica, in MARIOTTI A. (a cura di), «Decimo convegno sull’insegnamento della 
matematica: la scuola secondaria superiore», NUMI, suppl. al n. 7, pp. 197-205. 
2003A, Problems arising in teachers’ education in the use of didactical tools, in «Proceedings of the Third 
Conference of the European Society for Research in Mathematics Education», Pisa, Università di 
Pisa, PLUS, pp. 1-10 (cd-rom). 
2003B, Esperienze di insegnamento dell’uso didattico di software di geometria dinamica a futuri insegnanti: 
problemi e prospettive, in ROBUTTI O., MOSCA M. (a cura di), «La formazione degli insegnanti: 
approccio didattico con le nuove tecnologie», Torino, Ghisetti & Corvi, pp. 88-92. 
 
!QuaderniCIRD n. 8 (2014)   ISSN 2039-8646 ! 41 
MatematicaMente 
Dal passato al presente della didattica della matematica1  
VERENA ZUDINI 
Nucleo di Ricerca Didattica 
Dipartimento di Matematica e Geoscienze 
Università di Trieste 
vzudini@units.it 
SUNTO 
Nel contributo si proporrà un percorso ideale dal passato al presente, che dalla figura del 
matematico Felix Klein porterà all’attuale teoria della matematica embodied elaborata dallo 
scienziato cognitivo Rafael Núñez (insieme al linguista George Lakoff). Si mostrerà come 
un’analisi condotta in una prospettiva storica si riveli importante per una migliore 
comprensione del presente della didattica della matematica, per aiutare a guardare con occhi 
più attenti all’interazione dinamica fra teorie e modelli diversi che caratterizza lo stato 
attuale della disciplina e a capire soprattutto in quali direzioni può essere utile orientarne la 
ricerca futura.! 
PAROLE CHIAVE 
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; STORIA DELLA DIDATTICA DELLA 
MATEMATICA / HISTORY OF MATHEMATICS EDUCATION; SCIENZE COGNITIVE / COGNITIVE SCIENCE; 
MATEMATICA EMBODIED / EMBODIED MATHEMATICS. 
 
1. INTRODUZIONE 
Perché studiare la storia della didattica della matematica? Questo interrogativo può 
essere naturalmente esteso alla considerazione dell’importanza di uno studio della 
storia in generale. Una risposta è già stata data più di duemila anni fa da un’illustre 
figura della cultura classica latina, Cicerone, che nel dialogo De Oratore (II, 9, 36) !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 Il contributo riprende i temi trattati in un intervento tenuto dall’autrice in occasione della II edizione della Giornata 
di formazione per insegnanti di matematica di ogni ordine e grado “La matematica dei ragazzi”. Riflessioni metodologiche 
e didattica disciplinare (Università di Trieste, 11 aprile 2014), organizzata al Nucleo di Ricerca in Didattica della 
Matematica del Dipartimento di Matematica e Geoscienze dell’Università di Trieste, nell’ambito delle attività del 
Piano nazionale Lauree Scientifiche - Progetto “Matematica e Statistica”. 
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attribuisce alla storia il ruolo di “testimone dei tempi, luce della verità, vita della 
memoria, maestra di vita”. In quest’ottica, che potrebbe apparire oggi naïve2 e 
alquanto ottimistica, la storia rappresenterebbe un importante strumento che l’uomo 
ha a disposizione nella sua esistenza per imparare dalle esperienze pregresse e quindi 
trarne insegnamento, onde evitare di compiere errori già commessi da altri. La storia 
acquisirebbe il ruolo di uno strumento critico in grado di guidarci nel continuo 
riesame di soluzioni fornite in passato a problemi che in qualche modo ritornano, in 
una sorta di ciclicità degli eventi, che, al di là di un apparente diverso aspetto esteriore, 
conserverebbero un’essenza immutabile, che la storia stessa ci aiuterebbe a 
(ri)scoprire.  
Ferme restando le critiche che si possono muovere a una posizione di questo tipo, e 
nello specifico alla concezione che il passato si ripresenti in qualche misura uguale 
nel presente (e nel futuro)3, è innegabile l’importanza che la storia ha nel darci la 
consapevolezza delle nostre origini e del cammino da noi compiuto come esseri 
individuali e, più in generale, come umanità nel corso del tempo, utile per guidarci 
nella nostra vita futura. Ciò è vero nello specifico per la storia di una disciplina, e 
quindi anche della didattica della matematica, dove tale consapevolezza è 
fondamentale per orientarne gli sviluppi.  
2. LA STORIA DELLA DIDATTICA DELLA MATEMATICA 
Va subito precisato che per storia della didattica della matematica si intende l’esame 
non solo di come i programmi di insegnamento della matematica si siano modificati 
nel corso del tempo nei diversi livelli scolari, ma anche di come, spesso, i metodi di 
insegnamento della disciplina si siano evoluti in funzione di specifiche teorie 
psicologico-pedagogiche. Come si è mostrato in un contributo pubblicato sulla 
presente rivista4, uno studio delle interazioni tra matematica e scienze cognitive, 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
2 Cfr. KARP 2014, p. 10. 
3 Cfr. LUCCIO 2000, p. 5.  
4 ZUCCHERI, ZUDINI 2012. 
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condotto in una prospettiva storica, si rivela importante per una migliore 
comprensione del presente della didattica della matematica. 
L’evidenziazione delle connessioni fra metodi e teorie, rimarchevole già di per sé, 
assume un particolare rilievo qualora se ne considerino le possibili ricadute ai fini 
del miglioramento dell’odierna didattica della matematica. Gli studi condotti in tale 
ottica possono essere infatti utilizzati proficuamente nel campo della formazione 
degli insegnanti di matematica di ogni ordine e grado: promuovere, attraverso la 
riflessione storica, un confronto fra le metodologie adottate in passato e quelle 
attuali favorisce lo sviluppo delle capacità critiche, e aiuta così a guardare con occhi 
attenti all’interazione dinamica fra teorie e modelli diversi che caratterizza lo stato 
attuale della disciplina e a comprendere soprattutto in quali direzioni può essere 
utile orientarne la ricerca futura.  
La didattica della matematica non è (e non è stata) avulsa dal contesto storico e 
socio-culturale in cui si articola e sviluppa; ne è influenzata a diverso livello 
(politico ed economico, filosofico e religioso) e risponde a bisogni ed esigenze che 
esso manifesta: ciò premesso, la storia della didattica della matematica deve porsi 
l’obiettivo - non facile, va detto - di ricostruire l’evoluzione della disciplina, 
all’interno della cultura umana in generale, della storia delle idee, della storia delle 
scienze. Conoscere una disciplina significa, infatti, capire i rapporti che essa 
intrattiene con il mondo scientifico, con la cultura e con la società5.  
La storia della didattica della matematica si pone altresì l’obiettivo di comprendere 
come si siano determinati storicamente i concetti che vengono utilizzati dalla 
disciplina e quale sia il modo appropriato di usarne il lessico6: vari sono i casi di !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
5 Qui va ricordata l’inveterata discussione che, nella storia della scienza, contrappone chi, da un lato, ritiene che la 
storia di una disciplina non debba occuparsi di quanto avviene al di fuori del campo scientifico propriamente detto 
(facendosi paladino della concezione della “storia interna”) e chi, dall’altro lato, sostiene che la storia di una 
disciplina debba trattare solo di ciò che accade al di fuori del campo scientifico propriamente detto (difendendo la 
concezione della “storia esterna”).  
6 La distinzione che usualmente si fa in storia della scienza contrappone il lessico comune al lessico scientifico 
propriamente detto. Si può facilmente constatare, sfogliando, ad esempio, un dizionario della lingua italiana, quante 
siano le parole del lessico comune (quotidiano) che hanno sfumature scientifiche. Rispetto al lessico comune, quello 
scientifico ha il compito di eliminare le ambiguità legate all’impiego dei termini, spiegandone meglio il significato, 
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termini specifici, che, usati nel passato, sono impiegati oggi con un significato che è 
evoluto e cambiato nel tempo, e possono essere comunque intesi in modo differente da 
persone diverse (ad esempio, il problem solving)7. Si deve acquisire la consapevolezza del 
fatto che, in molte situazioni, ci si trova di fronte a “oggetti” essenzialmente 
polivalenti, che, come vedremo nel seguito del contributo, si prestano a essere 
conosciuti e definiti in modi diversi (e spesso incompatibili tra loro).  
La consapevolezza storica permette, del resto, una corretta contestualizzazione: ciò 
è fondamentale per capire come certi modelli didattici, oggi considerati superati o 
erronei, abbiano avuto in passato un senso e una utilità, e per aprire così la via a 
una loro possibile rivalutazione e a un loro recupero nel presente. D’altra parte, la 
consapevolezza storica permette di comprendere come altri modelli, proposti oggi 
come moderni o all’avanguardia, affondino le loro radici nel passato, che viene 
quindi riconosciuto quale germe di idee e concezioni attuali e quale chiave 
fondamentale di comprensione del presente.  
La storia della didattica della matematica può essere quindi esaminata da diverse 
“angolazioni”: da un lato, come specifico ambito scientifico relativamente “giovane” 
che, nel darsi uno statuto epistemologico (definizione di oggetti di indagine e scelta 
delle metodologie di ricerca) e nel demarcare i propri confini, è stata (ed è) 
“obbligata” a farlo in riferimento ad altre scienze; dall’altro lato, nel suo sviluppo, 
nelle diverse realtà temporali, geografiche e culturali; o ancora, nello studio di 
particolari argomenti e metodologie di insegnamento oppure di tematiche che 
risultano trasversali e cross-culturali, comuni a Paesi diversi, quali l’emergere della 
necessità di una cooperazione a livello internazionale, la questione dell’introduzione 
della tecnologia o la problematica della formazione degli insegnanti8.  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
operando, in certi casi, una riduzione e, talvolta, anche creando termini nuovi che siano univoci. I criteri nella scelta 
dei termini da utilizzare in un approccio di tipo scientifico possono essere, in generale, più o meno severi a seconda 
dei diversi orientamenti e ambiti di ricerca.  
7 Cfr. KARP 2014, p. 18. 
8 Con questo spirito e con gli obiettivi sopra delineati è stato di recente pubblicato il primo manuale internazionale di 
storia della didattica della matematica (KARP, SCHUBRING 2014), che intende essere un supporto sistematico e 
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Si può quindi pensare di seguire lo sviluppo della disciplina attraverso un percorso 
incentrato su uno dei suoi concetti essenziali: nello specifico, si è qui deciso di 
considerare come concetto di riferimento quello di funzione, di cui verrà illustrata 
nei prossimi paragrafi la concezione data, rispettivamente, dal matematico Felix 
Klein (1849-1925) e dallo scienziato cognitivo Rafael Núñez (a noi contemporaneo). 
Alla fine del percorso si comprenderà altresì il senso del titolo proposto per il 
presente contributo: MatematicaMente.   
3. KLEIN, LA DIDATTICA DELLA MATEMATICA E IL CONCETTO DI FUNZIONE 
Matematico tedesco, professore all’Università di Gottinga, Klein è celebre! come 
autore del Programma di Erlangen (1872), dove veniva data una visione unificatrice 
della geometria, resasi necessaria in seguito allo sviluppo delle geometrie non 
euclidee e all’interesse per la geometria proiettiva.! Tale visione unificatrice (e 
organizzazione sistematica) della geometria si basava sul concetto di gruppo, che fu 
introdotto per primo dal francese Évariste Galois (1811-1832) e studiato in seguito 
dal norvegese Sophus Lie (1842-1899) (anche in collaborazione con lo stesso Klein).!
Per quanto concerne la didattica della matematica, Klein fu il promotore di 
un’importante riforma nell’insegnamento della matematica prima a livello 
nazionale, in Germania9, quindi attraverso una Commissione internazionale per lo 
studio dei problemi dell’insegnamento (denominata in origine in francese 
Commission Internationale de l’Enseignement Mathématique, CIEM, e in tedesco 
Internationale Mathematische Unterrichtskommission, IMUK; chiamata in seguito in 
inglese International Commission on Mathematical Instruction, ICMI). Tale Commissione 
fu fondata a Roma, al IV Congresso internazionale dei matematici (1908), e Klein ne 
fu il primo Presidente.!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
comprensivo nello studio della disciplina, principalmente per storici della didattica disciplinare, ma anche per storici 
della didattica generale e delle scienze sociali e culturali. 
9 Lo studio e l’approfondimento dei problemi dell’insegnamento trovarono nel mondo culturale tedesco di fine XIX-
inizio XX secolo, e in particolare a Gottinga, terreno fertile nell’ambito di una tradizione che era stata sviluppata dal 
filosofo e pedagogista Johann Friedrich Herbart (1776-1841). Cfr. ZUDINI 2009.  
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La visione di Klein sul metodo di insegnamento della matematica nasceva dalla 
considerazione che, dal punto di vista storico, la matematica si era sviluppata 
secondo due principali direttive:  
- l’una (A) tendente a una sistemazione cristallizzata, logica e chiusa in sé di ogni 
singolo settore matematico;  
- l’altra (B) mirante a una sistemazione organica del sapere matematico come un 
tutt’uno10.  
Klein includeva nella prima tendenza (A) tutti i lavori di sistemazione rigorosa 
delle discipline, come gli Elementi di Euclide o i lavori di fondazione dell’analisi 
infinitesimale del XIX secolo. La seconda tendenza (B) era stata invece seguita 
soprattutto dai fondatori dell’analisi infinitesimale nel XVII secolo, anche se a 
essa non era estraneo neppure il pensiero degli antichi Greci, come testimoniato 
dalla recente scoperta (all’epoca) del trattato di Archimede Metodo sui teoremi 
meccanici. 
Nell’opinione di Klein, la seconda tendenza risultava quella più produttiva per lo 
sviluppo della matematica, ed egli la proponeva a modello anche per 
l’insegnamento della stessa, in contrapposizione con quanto era stato fatto fino ad 
allora.  
Klein sottolineava l’importanza a tutti i livelli scolari, anche dal punto di vista 
pedagogico, di insegnare le applicazioni per far meglio comprendere i concetti 
matematici, e, soprattutto, vedeva nel concetto di funzione un concetto chiave - 
chiave di volta di tutto l’impianto innovativo portato avanti dai “riformatori” - che 
aveva giocato un ruolo fondamentale nella matematica dei due secoli precedenti11.  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
10 Cfr. KLEIN 19243, pp. 82 ss. A completamento della trattazione, va detto che Klein riportava anche una terza direttiva 
di sviluppo (C), che era considerata, comunque, minore ed era rappresentata dal pensiero algoritmico.  
11 In effetti, il concetto di funzione costituisce la caratteristica principale che distingue la matematica moderna da 
quella dell’antichità; è un concetto chiave nel calcolo infinitesimale moderno, e il suo utilizzo rappresenta una sorta 
di “rivoluzione copernicana” in matematica. Lo sviluppo di tale concetto seguiva un’altra “rivoluzione” matematica 
prodotta dalla definizione delle curve attraverso equazioni algebriche invece che attraverso una particolare 
proprietà (cfr. SCHUBRING 2007; ZUCCHERI, ZUDINI 2014). 
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Egli riteneva che tale concetto dovesse essere introdotto nell’insegnamento in 
maniera precoce, a cominciare da un continuo utilizzo del metodo grafico per la 
rappresentazione della dipendenza funzionale nel piano cartesiano, che ormai 
veniva usato in tutte le applicazioni pratiche. Ciò era importante per collegarsi alla 
cultura “moderna” dell’epoca.  
Allo stesso modo, Klein riteneva utile introdurre le prime nozioni di calcolo 
infinitesimale, che veniva utilizzato nelle applicazioni alle scienze della natura e ai 
problemi in ambito assicurativo.  
Il concetto di funzione doveva attraversare come un “fermento” tutto 
l’insegnamento della matematica a livello di scuola secondaria, ma andava però 
insegnato in una delle due concezioni espresse da Eulero12, assolutamente non 
attraverso definizioni formali come quella basata sulla teoria degli insiemi di 
Cantor, e con numerosi esempi elementari, iniziando già nella scuola secondaria 
inferiore con semplici rappresentazioni grafiche su carta millimetrata di funzioni 
del tipo y = ax + b e y = x2.  
Le conoscenze così maturate a livello inferiore, nate da esempi concreti, avrebbero 
portato gli allievi, in maniera naturale, all’acquisizione, nel livello superiore, dei 
primi fondamenti del calcolo differenziale e integrale. In questo modo gli studenti 
avrebbero compreso senza “misconcezioni mistiche” i concetti del calcolo 
infinitesimale (ad esempio, quelli di infinito e di infinitesimo)13. 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
12 Le due definizioni di funzione riportate da Klein e da questi attribuite a Eulero sono le seguenti: la prima in base 
alla quale “funzione y di x” era ogni espressione analitica in x (intendendo con ciò ogni espressione contenente 
potenze, logaritmi, funzioni trigonometriche ecc. nella variabile x); la seconda nella quale si chiamava “funzione” una 
qualunque curva disegnata “libero manus ductu” (“a mano libera”) nel piano cartesiano (x,y) (KLEIN 19243, p. 216). 
13 In ZUCCHERI, ZUDINI 2008 è analizzato un metodo didattico che, seguendo le indicazioni date da Klein e facendo 
riferimento alla teoria della conoscenza sviluppata dal fisico e filosofo austriaco Ernst Mach (1838-1916) su basi 
biologiche, venne applicato nell’insegnamento della matematica in Austria agli inizi del Novecento. Il metodo, 
denominato dalle autrici “metodo Jacob” dal nome di colui che lo propose, Josef Jacob (1859-1918), fu da lui 
illustrato in un testo, in cui si procede offrendo esempi didattici molto precisi e spiegando agli insegnanti, in modo 
chiaro e pratico, come introdurre i diversi argomenti. Nel caso dell’insegnamento del calcolo infinitesimale, il 
modo più naturale per trattare la materia a livello di scuola secondaria è, secondo Jacob, quello di basare la 
spiegazione su un concetto meramente intuitivo di limite e di richiamare alla mente degli allievi l’operazione 
pratica della misurazione della pendenza di una strada, da “trasferire” poi al caso di una funzione e del suo grafico. 
Cfr. anche ZUCCHERI, ZUDINI 2007. 
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4. LA TEORIA DELLA MATEMATICA EMBODIED DI NÚÑEZ  
Psicologo cileno-svizzero, professore all’Università di San Diego (presso il 
Dipartimento di Scienze Cognitive), Núñez è autore, insieme al linguista 
cognitivo statunitense George Lakoff, del libro Where mathematics comes from: 
How the embodied mind brings mathematics into being14, dove si presenta un nuovo 
modello teorico per la comprensione della natura umana della matematica e dei 
suoi fondamenti, che ha come sfondo di riferimento l’embodied cognition15. Nella 
concezione dell’embodied cognition, i processi cognitivi sono intesi non come 
espressione di una mente astratta e meramente computazionale, ma basati 
sulla nostra fisicità di esseri umani, dotati non solo di un cervello, ma anche di 
un corpo, esseri “incarnati” le cui idee ricevono forma dalle esperienze 
corporee, attraverso il radicamento dell’intero sistema concettuale nella vita 
quotidiana.  
Il modello trova precise applicazioni anche al campo della matematica, nella “teoria 
della matematica embodied” proposta da Núñez e Lakoff16.  
In quanto teoria empirica sulla mente embodied, nel suo ambito di ricerca essa fa 
uso dell’apparato e dei metodi della scienza cognitiva embodied; in particolare, 
pone alla base della conoscenza matematica non assiomi e dimostrazioni, ma 
schemi-immagine, frame semantici, metafore concettuali, tutti elementi di utilizzo 
usuale nella scienza cognitiva. Si apre così la strada a una scienza cognitiva della 
matematica, intesa come disciplina che studia i meccanismi cognitivi usati nella 
creazione e nella concettualizzazione umane della matematica. Una matematica 
quindi come creazione umana, biologicamente fondata.  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
14 LAKOFF, NÚÑEZ 2000. 
15 Il termine è riportato nella dicitura in lingua inglese usuale nelle scienze cognitive; una traduzione in lingua 
italiana potrebbe essere “cognizione incorporata”, “cognizione incarnata”. Va aggiunto che, nell’ambito delle sue 
attività di ricerca, Núñez è Direttore, presso l’Università di San Diego, di un Laboratorio sull’embodied cognition 
(Embodied Cognition Laboratory). Sullo sfondo di riferimento dell’embodied cognition, programma di ricerca “esploso” 
nelle scienze cognitive alla fine del Novecento, si vedano SHAPIRO 2011 e VARELA, THOMPSON, ROSCH 1991.  
16 Cfr., oltre al già citato LAKOFF, NÚÑEZ 2000, anche NÚÑEZ, EDWARDS, MATOS 1999. 
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Nel seguito ci soffermeremo su definizione ed esempi di applicazione di frame semantici 
e di metafore concettuali, in quanto fondamentali in matematica, e in particolare nella 
trattazione del concetto di funzione secondo la teoria della matematica embodied17.  
4.1 I FRAME SEMANTICI  
I frame semantici18 rappresentano delle schematizzazioni di situazioni, di stati o di 
eventi; essi schematizzano le conoscenze con il supporto di unità lessicali che 
richiamano la situazione, lo stato, l’evento. Alcuni esempi possono essere illustrativi 
di quanto appena detto: si pensi all’operazione di voto o all’acquisto di un prodotto. 
Nel caso di votazioni, nei vari Paesi si può esercitare il proprio diritto di voto in 
diversi modi: andare al seggio, mostrare un documento d’identità, ritirare la scheda, 
segnarla e inserirla nell’urna; oppure richiedere l’invio della scheda per posta, 
compilarla a casa e rispedirla; oppure, ancora, effettuare l’operazione per via 
elettronica (secondo le modalità prestabilite). Quando si decide di acquistare un 
prodotto, si può andare (fisicamente) in un negozio, guardare la merce esposta, 
scegliere e comprare un determinato articolo; oppure usare un catalogo per posta o 
in rete e inviare il proprio ordine per telefono, per posta o attraverso la rete. 
Dal punto di vista cognitivo, la familiarità che ciascuno di noi ha con i processi che 
raggiungono lo stesso obiettivo (negli esempi considerati, il voto o l’acquisto di un 
prodotto) si può rappresentare in un frame concettuale, nella teoria della semantica 
dei frame19. 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
17 Per quanto concerne gli schemi-immagine, a completamento della discussione dell’argomento, va detto che essi 
risultano fondamentali nella scienza cognitiva embodied per “rendere” le relazioni spaziali, quali, ad esempio, quelle 
relative ai concetti di dentro e di fuori. Come può essere abbastanza intuitivo da comprendere, dentro fa riferimento alla 
seguente struttura: uno schema Contenitore, con un Interno ben “delineato” rispetto a un Confine e a un Esterno. Gli schemi 
Contenitore sono le strutture cognitive che, in quest’ottica, permettono di dare un senso, ad esempio, ai diagrammi di 
Venn. Va aggiunto che, in generale, gli schemi-immagine hanno una funzione cognitiva che si può definire duplice: sono, 
per loro natura, sia percettivi che concettuali; essi sono, in effetti, una sorta di ponte, da un lato, tra linguaggio e visione e, 
dall’altro lato, tra linguaggio e ragionamento: vengono utilizzati non solo nella percezione e nell’immaginazione, ma 
anche nella concettualizzazione, come quando, ad esempio, si concettualizzano le api che sciamano nel giardino (dove 
non c’è un contenitore fisico in cui si trovino le api). Cfr. LAKOFF, NÚÑEZ 2000, tr. it., p. 62.  
18 Frame è un termine tecnico che, di norma, si utilizza nella dicitura in lingua inglese, senza traduzione, con il 
significato di quadro di riferimento dotato di struttura.  
19 La teoria della semantica dei frame è stata elaborata da Charles J. Fillmore (1919-2014), linguista statunitense, che ha 
avuto grande influenza sugli studi di sintassi e semantica lessicale. Collaboratore anche di Lakoff, si è occupato di un 
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Si parla quindi di frame con risultato equivalente (ERF), che comprendono:  
- un risultato desiderato; 
- azioni ed entità essenziali; 
- una lista di modi alternativi per svolgere le azioni con le entità, al fine di raggiungere 
il risultato desiderato. 
Nell’ambito della teoria della matematica embodied, si formula, ad esempio20, la 
proprietà associativa dell’operazione di “aggiungere” definita sulle collezioni di 
oggetti nei termini del seguente frame: 
 
ERF ASSOCIATIVO PER LE COLLEZIONI 
Risultato desiderato: Una collezione N 
Entità:    Collezioni A, B e C 
Operazioni:   “aggiungere a” 
Alternative equivalenti: A aggiunta al[la collezione risultante dall’aggiungere B a C] 
produce N 
  oppure  
[la collezione risultante dall’aggiungere A a B] aggiunta a C 
produce N      
 
4.2 LE METAFORE CONCETTUALI  
In generale, noi esseri umani concettualizziamo i concetti astratti in termini 
concreti, sulla base di idee e modelli di ragionamento fondati sul nostro sistema 
senso-motorio.  
Il meccanismo per cui l’astratto è compreso in termini del concreto viene chiamato 
metafora concettuale21. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
programma di ricerca (Framenet) che si poneva come obiettivo la descrizione on-line del lessico inglese, ispirando 
progetti paralleli anche in altre lingue (fra cui spagnolo, tedesco e giapponese). 
20 Cfr. LAKOFF, NÚÑEZ 2000, tr. it., p. 124. 
21 Si vedano, per approfondimento, LAKOFF, JOHNSON 1999, 20032.  
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La metafora non è solo un fenomeno linguistico, una figura retorica, ma è un 
meccanismo cognitivo che appartiene al mondo del pensiero quotidiano (in 
generale, inconscio, naturale e automatico, nella nostra esperienza comune) e 
che permette di ragionare su un tipo di cose come se fosse un altro. Ad esempio, si 
concettualizzano (nel contesto di quello che si chiama, nella teoria embodied, 
fenomeno della fusione) l’importanza in termini di grandezza, la somiglianza in 
termini di vicinanza fisica, la difficoltà come peso/fardello, la struttura 
organizzativa in termini di struttura fisica, l’affetto e l’emotività come calore 
fisico. Anche in matematica si fa uso di metafore concettuali quando, ad esempio, 
concettualizziamo i numeri come punti su una retta22. 
La metafora concettuale ha, altresì, un significato tecnico: in quanto mappa 
fondata che preserva le inferenze tra domini concettuali, è un meccanismo 
neurale che permette di utilizzare la struttura inferenziale di un dominio (ad 
esempio, la geometria) per ragionare su un altro dominio (ad esempio, 
l’aritmetica); essa rende così possibile applicare ciò che si conosce su una branca 
del sapere per ragionare su un’altra branca.  
Nella teoria della matematica embodied, l’esempio sopra illustrato dell’ERF 
associativo per le collezioni viene riformulato sulla base della metafora 
“L’ARITMETICA È COLLEZIONE DI OGGETTI”. L’ERF che abbiamo considerato viene 
mandato nell’ERF corrispondente per l’aritmetica: 
 
ERF ASSOCIATIVO PER L’ARITMETICA 
Risultato desiderato: Un numero N 
Entità:    Numeri A, B e C 
Operazioni:   “+” !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
22 Le metafore concettuali rendono la matematica molto ricca, ma possono determinare apparenti paradossi, se non 
sono chiarite oppure sono considerate come verità in senso letterale. Ad esempio, come deve essere inteso lo zero? Lo 
zero è un punto su una retta? Oppure è un insieme vuoto? O entrambe le cose? O ancora, lo zero è solo un numero, non un punto, 
né un insieme? Non esiste un’unica risposta a questa domanda: ciascuna possibile risposta presuppone la scelta di una 
metafora, e, a sua volta, ogni scelta di una metafora produce inferenze diverse e definisce un oggetto di studio 
diverso. Cfr. LAKOFF, NÚÑEZ 2000, tr. it., p. 30. 
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Alternative equivalenti: A + (B + C) = N 
    oppure 
      (A + B) + C = N 
4.3. IL CONCETTO DI FUNZIONE 
Passiamo dall’aritmetica di base alla “matematica più sofisticata”23 e consideriamo 
qui il concetto di funzione.  
Nella visione “tradizionale” e in qualche modo elementare, una funzione è una 
legge che, dato un determinato valore di input x, restituisce un unico valore di 
output y: 
  
INPUT    OUTPUT 
  x          y 
e la legge viene caratterizzata in termini concettuali. 
Nella teoria della matematica embodied, si propone di introdurre il concetto di 
funzione dandone un’interpretazione “cognitiva”, utilizzando diverse metafore 
concettuali. Come primo esempio, si consideri la metafora “UNA FUNZIONE È UN 
INSIEME DI COPPIE ORDINATE”: se si riconcettualizzano le funzioni in termini 
insiemistici attraverso tale metafora, la funzione diventa l’insieme delle coppie 
ordinate, e non è più “la legge”24. 
Un’altra metafora che viene applicata è la seguente: “UNA FUNZIONE MATEMATICA È 
UNA CURVA NEL PIANO CARTESIANO”. 
Si può osservare che con quest’ultimo esempio ci ricolleghiamo a quanto sostenuto 
da Klein, nel contesto delle indicazioni da lui date, nel secolo scorso, per 
l’insegnamento del concetto di funzione a livello di scuola secondaria, in !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
23 LAKOFF, NÚÑEZ 2000, tr. it., p. 143. 
24 Si può considerare (LAKOFF, NÚÑEZ 2000, tr. it., pp. 534-536) una scoperta della matematica il fatto che due funzioni 
abbastanza diverse, nel senso della “legge”, determinino lo stesso insieme di coppie ordinate, e quindi siano la stessa 
funzione, nel senso metaforico di “insieme di coppie ordinate”. Un esempio è eyi = cos y + i sen y, dove il simbolo “=” ha 
un significato preciso, basato sulla metafora suddetta, ossia quello di indicare che le due leggi di corrispondenza, al 
secondo e al primo membro dell’uguaglianza, diverse da un punto di vista concettuale, hanno lo stesso referente, 
ossia lo stesso insieme di coppie ordinate. 
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particolare a una delle due definizioni attribuite a Eulero, da utilizzare 
nell’introduzione del concetto stesso25. E qui il cerchio del nostro discorso, dal 
passato al presente, si chiude.  
5. CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE 
Si è visto come il concetto di funzione possa essere diversamente introdotto 
secondo un’interpretazione più “tradizionale” come “legge” e secondo 
un’interpretazione più “cognitiva”, nella teoria della matematica embodied, sulla 
base di diverse metafore concettuali, come “insieme di coppie ordinate” e come 
“curva nel piano cartesiano”. L’illustrazione delle teorie proposte ci ha portato da 
Klein - figura fondamentale nell’ambito della didattica della matematica fra 
Ottocento e Novecento e sostenitore di una matematica “moderna”, legata al 
mondo quotidiano delle applicazioni -, attraverso la concezione dell’embodied 
cognition, a uno degli aspetti del presente della didattica della matematica, 
rappresentato dalla posizione di Núñez: una matematica intesa come creazione 
umana, biologicamente fondata, che si può fare con cervello e mente. Si spiega 
così il senso del titolo dato al presente contributo: MatematicaMente, un composto 
pensato ad hoc, in cui si fondono Matematica e Mente, a voler sottolineare il ruolo 
che, in quest’ultima teoria, la mente embodied (incarnata/incorporata) ricopre nei 
processi cognitivi umani, nell’elaborazione dei concetti, nello specifico 
matematici26.  
Va detto che tale modo di concepire i processi cognitivi ha avuto un notevole 
impatto sul mondo della ricerca scientifica, in particolare sulla didattica della 
matematica, suscitando pareri favorevoli, ma anche critiche27. I due aspetti principali 
su cui ci si è concentrati sono quello linguistico, da un lato, e quello neuroscientifico, 
dall’altro. Nel primo aspetto, come abbiamo visto nell’opera di Lakoff e Núñez, è !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
25 Cfr. nota 12 del presente contributo. 
26 In questa concezione riecheggia l’idea dell’importanza dell’attività corporea, muscolare nel processo di creazione e 
sviluppo dei concetti derivata dalla teoria di Ernst Mach e propugnata nel “metodo Jacob” (cfr. nota 13 del presente 
contributo). 
27 Cfr. ARZARELLO, ROBUTTI 2008. 
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fondamentale il ruolo della metafora concettuale, che è stata prestata alla 
matematica dalla linguistica. Il secondo aspetto, solo sfiorato dalla trattazione di 
Lakoff e Núñez, chiama in causa la natura multimodale dei processi cognitivi28, che 
riguarda l’ambito neurale, ma anche - ed è quello che a noi in questo contesto 
interessa - l’ambito educativo. L’idea che è stata proposta è quella di ampliare la 
prospettiva embodied e di integrare i due aspetti in uno schema unitario, in cui si 
consideri come “ingrediente” anche il ruolo che la cultura riveste nell’educazione 
(attraverso i segni e gli artefatti, tradizionali o tecnologici)29. Lo schema, chiamato 
spazio APC (acronimo di azione, produzione, comunicazione), vuole essere un modello per 
le situazioni di apprendimento della matematica in classe, nelle sue caratteristiche 
biologiche, culturali e istituzionali; un modello più completo e sistemico che descriva 
la dinamica concreta dei processi di apprendimento (attività degli studenti, 
mediazione dell’insegnante, uso degli artefatti)30.  
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SUNTO  
Alcuni capitoli della matematica godono di una brutta reputazione e sono spesso considerati 
dagli studenti (e non solo) particolarmente aridi, noiosi, astrusi. Il modulo di 10 ore, inserito 
nell’offerta didattica disciplinare “Didattica dell’analisi e laboratorio” del Tirocinio 
Formativo Attivo (TFA), classe A049 (Matematica e Fisica), dell’Università degli Studi di 
Trieste, proponeva di prendere in considerazione, come esempio tra i tanti, quello relativo 
alla trigonometria. 
PAROLE CHIAVE 
LABORATORIO DIDATTICO / EDUCATION WORKSHOP; TRIGONOMETRIA / TRIGONOMETRY; SCUOLA 
SECONDARIA DI SECONDO GRADO / HIGH SECONDARY SCHOOL; FORMAZIONE DEGLI INSEGNANTI / 
TEACHER TRAINING. 
1. INTRODUZIONE 
Quando ho dato la mia disponibilità a tenere un modulo di dieci ore all’interno 
dell’attività didattica disciplinare “Didattica dell’analisi e laboratorio” per il corso 
di Tirocinio Formativo Attivo (TFA) della classe di abilitazione A049 (Matematica e 
Fisica), mi sono subito chiesto come avrei potuto organizzare un corso rivolto a 
persone adulte, selezionate, certamente con un’ottima preparazione matematica e 
spesso con esperienza di insegnamento1. La scelta è stata quella di evitare 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 I TFA sono corsi di preparazione all’insegnamento a numero programmato (con prova di accesso), di durata 
annuale, a conclusione dei quali, previo superamento di un esame finale, si consegue il titolo di abilitazione 
all’insegnamento nella scuola secondaria di primo e di secondo grado. Alla classe A049 (Matematica e Fisica) possono 
accedere laureati di II livello (in possesso di laurea magistrale) in Matematica o in Fisica. 
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accuratamente la presentazione di lezioni frontali e di privilegiare il lavoro di 
gruppo e un’attività di tipo laboratoriale in cui fosse fondamentale la 
collaborazione attiva da parte degli studenti. Scopo del presente articolo è quello di 
raccontare l’esperienza didattica che ne è scaturita e di evidenziare eventuali punti 
di forza e di debolezza dell’attività svolta. Il modulo si è articolato in cinque lezioni 
di due ore ciascuna, svolte tra aprile e maggio 2013. Hanno seguito le lezioni 
ventuno studenti, laureati in matematica o in fisica.  
2. L’APPROCCIO AL CORSO-LABORATORIO: SCOPI E OBIETTIVI 
All’inizio della prima lezione si è voluto subito chiarire quali fossero le peculiarità 
del corso. L’intenzione esplicita era quella di illustrare fin da subito la sua 
modalità di svolgimento laboratoriale; l’intenzione più nascosta, ma non meno 
importante, era quella di dare un esempio di come si possa proporre ai propri 
allievi un’attività di questo tipo. Ho cercato, infatti, di seguire nelle mie lezioni 
esattamente la stessa modalità che poi avrei proposto come possibile metodologia 
da adottare in classe. 
Per questo motivo, il primo passo è stato quello di evidenziare gli obiettivi del corso 
stesso. La prima domanda che ho posto è stata la seguente: 
“Perché questo corso?” 
I tirocinanti non si aspettavano una simile domanda. È raro che un allievo si 
chieda perché debba seguire un determinato corso. Questo vale sia per uno 
studente di scuola, sia per un tirocinante. Spesso ci si accontenta di ritenere che si 
debbano seguire taluni corsi perché così è previsto per raggiungere un 
determinato obiettivo, che può essere la promozione al termine dell’anno 
scolastico o il conseguimento di un diploma. Ritengo invece fondamentale che le 
motivazioni per cui un corso viene organizzato debbano essere chiare a tutti i 
livelli e a tutte le età. 
Chiaramente lo scopo del corso da me tenuto non poteva essere quello di 
insegnare la trigonometria (tutti i corsisti conoscevano bene gli argomenti 
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matematici che stavamo per affrontare). Non era nemmeno mia pretesa indicare i 
dettami su come insegnare nella scuola secondaria, non avendo io stesso una 
grande esperienza di insegnamento nelle scuole, né le necessarie competenze 
pedagogico-didattiche. 
Le motivazioni del corso consistevano, invece, nello svolgimento delle seguenti 
attività: 
- studiare insieme diversi possibili approcci e diverse modalità di presentazione 
degli argomenti; 
- cercare insieme di capire cosa è opportuno fare e cosa è opportuno non fare; 
- analizzare insieme le problematiche che emergono nell’insegnamento della 
trigonometria; 
- cercare insieme di trovare possibili strategie finalizzate a risolvere le 
problematiche di cui sopra. 
Sottolineo la presenza in tutti e quattro i punti della parola “insieme”; il mio 
compito è stato quindi quello di coordinatore di un’attività collettiva, non quello di 
supervisore. 
La seconda domanda alla quale ho voluto dare una risposta è stata la seguente: 
“Perché la trigonometria?” 
La trigonometria è stata scelta perché è un argomento perfetto da trattare con le 
finalità prima esposte, per diverse ragioni: ha una brutta fama, è spesso considerata 
arida, difficile, inutile, mnemonica, noiosa. 
Ho trovato molti riferimenti alla trigonometria come a qualcosa di pauroso; ad 
esempio, in un romanzo il protagonista racconta:  
Accadde che [...] al quarto anno di Liceo (Classico), nel corso di Matematica e Geometria, incontrassimo la 
trigonometria, che già dal nome risulta essere qualcosa al limite della comprensibilità umana. L’incontro, 
almeno per me, fu tutt’altro che piacevole; e fin dalle prime battute la mia capacità intellettiva si rifiutò 
di entrare nei meccanismi di comprensione della materia e cominciai a subire delle battute di arresto.2 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
2 CIMARELLI 2013, p. 14. 
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Alla domanda: 
“Che cosa butterebbe nel cestino dei programmi ministeriali?” 
il fisico e divulgatore scientifico Giovanni Filocamo ha risposto senza indugio: 
“Le formule di trigonometria.”3  
In vari blog in rete si leggono appelli disperati del tipo: 
So bene tutte le formule di addizione, duplicazione, Werner e prostaferesi, oltre al comportamento di 
sen(x), cos(x) e tan(x) negli angoli notevoli e associati. Ma davanti a un esercizio base come questo vado 
in tilt! 
Eppure la trigonometria è tutt’altro che noiosa, non particolarmente difficile, 
ricchissima di applicazioni e, se ci guardiamo bene intorno, possiamo trovarla un 
po’ dappertutto. Ha una lunga storia, dal papiro di Rhind (1650 a.C.) a Ipparco di 
Nicea (II a.C.), considerato il fondatore della trigonometria, per arrivare, con Eulero, 
ai legami della trigonometria con le funzioni complesse e, con Fourier, alla 
rappresentazione di funzioni in serie, per mezzo di funzioni seno e coseno4. 
L’argomento “trigonometria” è abbastanza “autocontenuto”, tuttavia si collega a 
tanti altri argomenti e ad altre discipline, e si presta a innumerevoli applicazioni in 
geometria, fisica, chimica, architettura, topografia, geodesia, navigazione, 
orientamento, astronomia, gnomonica, balistica, programmazione di videogiochi, 
ecc. Con gli studenti abbiamo anche giocato a elencare alcune professioni in cui 
possa essere utilizzata la trigonometria; ne abbiamo individuate più di cinquanta, 
dall’ingegnere nucleare all’impresario funebre, dalla ballerina all’optometrista. 
Infine abbiamo individuato gli obiettivi del laboratorio nei seguenti: 
- determinare gli obiettivi nell’insegnamento della trigonometria; 
- studiare diverse modalità di presentazione, anche in considerazione delle 
diverse tipologie di scuola; 
- analizzare criticamente gli argomenti trattati e la gestione del tempo; !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
3 GAETA 2010, p. 74. 
4 Leonhard Euler (1707-1783), Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Sulla storia della trigonometria si veda 
ZUCCHERI 2004, nonché il contributo di GIUSTI pubblicato sul sito “Il Giardino di Archimede”.  
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- prevedere le reazioni e le difficoltà degli studenti; 
- cercare possibili strategie per raggiungere gli obiettivi e superare le 
difficoltà. 
Abbiamo anche elencato gli strumenti a disposizione per raggiungere i nostri 
obiettivi: guide e indicazioni ministeriali, esperienze di docenti, libri di testo5, esami 
di stato, esami di ammissione a corsi universitari, strumenti informatici (GeoGebra 
e Internet), strumenti di rilevamento di angoli (goniometri, sestanti, grafometri, 
teodoliti, ecc.). 
2. LA PRIMA SFIDA: I PRIMI DIECI MINUTI 
Dopo la parte introduttiva sopra descritta, il laboratorio è entrato “nel vivo”: le 
attività di gruppo sono state proposte come “sfide” in cui diverse squadre 
“gareggiavano” tra di loro; i corsisti sono stati divisi in cinque squadre e a ognuna 
di queste è stata affidata una “missione” da compiere. Le squadre si sono date 
ciascuna un nome di fantasia: Alpha, Beta, Pi Mezzi Meno Alpha, Maglia Rosa, Penguins’ 
Tea Orchestra; per comodità, in quanto segue le indicherò con le lettere A, B, C, D, E. 
La prima sfida è stata affrontata durante la lezione. Le sfide successive (cinque in 
tutto) sono state proposte come lavoro da svolgere al di fuori dell’orario di lezione. 
Le cinque attività proposte nella prima sfida sono state le seguenti: 
- Prima sfida. Squadra A. Entrate in una classe in cui dovete sostituire 
l’insegnante titolare del corso di matematica che sarà assente per un lungo 
periodo. Dovete cominciare la parte del programma che riguarda la 
trigonometria. I vostri primi dieci minuti di fronte agli studenti. 
- Prima sfida. Squadra B. Entrate in una classe di un liceo non scientifico. 
Sostituite l’insegnante titolare del corso di matematica che sarà assente per 
un lungo periodo. Dovete cominciare la parte del programma che riguarda la 
trigonometria, consapevoli che non potete dedicare molte ore all’argomento. 
I vostri primi dieci minuti di fronte agli studenti. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
5 Cfr. NISINI 1955, PIGATO 2001, BERGAMINI, TRIFONE, BAROZZI 2011. 
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- Prima sfida. Squadra C. Entrate in una classe di un liceo scientifico. Sostituite 
l’insegnante titolare che sarà assente per un lungo periodo. Dovete 
cominciare la parte del programma che riguarda la trigonometria. Dopo 
esservi presentati e aver fatto conoscenza con la classe, dovete 
• elencare gli obiettivi del corso;  
• sottolineare i legami con gli argomenti svolti in precedenza e le novità 
dei nuovi argomenti; 
• anticipare le possibili difficoltà che gli studenti potranno incontrare; 
• motivare gli studenti. 
- Prima sfida. Squadra D. Entrate in una classe di un istituto professionale per il 
turismo. In questa scuola la matematica è alquanto trascurata e vista con 
sospetto, considerata inutile, astratta e difficile. Decidete comunque che non 
sia possibile escludere completamente la trigonometria dal vostro corso e 
programmate di sviluppare alcuni rudimenti in 3-4 ore. La priorità è 
conquistare l’attenzione e l’interesse degli studenti.  
- Prima sfida. Squadra E. Entrate in una classe di un istituto tecnico per 
geometri. Gli studenti stanno frequentando in parallelo il corso di 
topografia, in cui, tra le altre cose, vengono introdotte le funzioni 
trigonometriche utilizzando il cerchio goniometrico con orientazione 
destrorsa (oraria) e angolo individuato a partire dall’asse delle ordinate. 
Dovete cominciare la parte del programma di matematica che riguarda la 
trigonometria. 
I corsisti avevano a disposizione quindici minuti di tempo per portare a termine la 
“missione” proposta. Ogni squadra ha poi presentato davanti a tutti il proprio 
lavoro, e da qui è nata una discussione in cui sono stati affrontati i più svariati 
argomenti. In particolare, come prevedevo, le squadre A e B hanno subito 
cominciato la loro lezione senza tener conto degli elementi che invece sono stati 
richiesti esplicitamente alla squadra C. 
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Alcuni temi trattati sono stati i seguenti: 
- Diverse tipologie di scuola. Con la collaborazione di alcuni insegnanti di 
diverse scuole superiori della regione ho preparato una tabella indicante le 
ore effettivamente dedicate alla trigonometria nei differenti istituti. Si va da 
un minimo di zero ore in alcuni istituti professionali a un massimo di 65 ore 
in un istituto tecnico per geometri. In particolare, si è osservato che le ore a 
disposizione sono poche nei licei non scientifici e in altri tipi di scuola. Nei 
licei scientifici e in alcuni istituti tecnici le ore dedicate all’argomento sono 
più che sufficienti, in certi casi forse anche troppe. In generale, è possibile 
sviluppare gli argomenti di base in un numero limitato di ore; serve invece 
molto tempo per affrontare il discorso relativo a equazioni e problemi. 
- A proposito di obiettivi. Si devono tenere presenti diversi tipi di obiettivi: 
quelli intrinseci e culturali, ma anche quelli più concreti, come l’utilizzo della 
trigonometria in altre discipline, applicazioni più svariate, il superamento di 
esami e test di ammissione all’università. 
- Esempi di programmazione. È stato proposto un piano di lavoro di una 
insegnante di liceo scientifico per una classe quarta e un programma di 
moduli di trigonometria applicata per un istituto per geometri. 
- Continuità e novità. Sono stati sottolineati diversi elementi di continuità 
relativamente a conoscenze già acquisite (geometria sintetica e analitica, il 
moto armonico e il calcolo vettoriale) e si è evidenziato l’elemento nuovo 
fondamentale dell’approccio trigonometrico: l’uso dell’angolo come 
incognita. 
A tale proposito è stata proposta alle squadre una seconda “missione”, che esse 
hanno portato a termine come “compito per casa”. Di seguito sono riportate le 
cinque sfide proposte. 
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- Seconda sfida. Squadra A. Leggete le indicazioni nazionali e presentate una 
sintesi, proponendo un’interpretazione su ciò che ci si aspetta venga fatto, 
con riguardo particolare agli argomenti di trigonometria. 
- Seconda sfida. Squadra B. Cercate nei compiti di matematica degli esami di 
stato degli ultimi anni esercizi e quesiti riguardanti la trigonometria. 
Proponete una “classifica” degli argomenti più importanti da conoscere per 
poter affrontare serenamente la prova. 
- Seconda sfida. Squadra C. Cercate nei test di ingresso delle università (ad 
esempio, per i corsi di laurea in medicina, ingegneria, architettura) degli 
ultimi anni esercizi e quesiti riguardanti la trigonometria. Proponete una 
“classifica” degli argomenti più importanti da conoscere per poter affrontare 
serenamente la prova. 
- Seconda sfida. Squadra D. Si raccolgano gli argomenti principali sulla 
trigonometria. Si disegni una mappa del percorso per il docente relativa a 
una o più tipologie di scuola. 
- Seconda sfida. Squadra E. Preparate un esercizio (ad esempio, di geometria) 
che preveda una risoluzione abbastanza complicata utilizzando i metodi 
presupposti noti dagli studenti (ad esempio, geometria analitica e/o 
sintetica) e che possa essere risolto velocemente con gli strumenti della 
trigonometria. 
La discussione nata in seguito alle presentazioni dei corsisti non solo ha permesso 
di individuare gli argomenti principali da affrontare nelle lezioni, ma ha anche 
suggerito come la scelta di tali argomenti possa essere determinata da motivazioni 
molto diverse. 
3. MOTIVARE E ACCATTIVARE 
Nel corso-laboratorio si è sottolineata l’importanza di riuscire a coinvolgere gli 
studenti, motivandoli e cercando di rendere accattivante l’argomento. Questo è 
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stato, d’altra parte, anche l’approccio che ho seguito nell’organizzazione del corso 
stesso.  
Una delle attività più interessanti in tale ottica è stata la presentazione agli 
studenti, da parte di alcuni colleghi esperti, del teodolite e del sestante. Toccare con 
mano un oggetto, muovere le rotelline di uno strumento, guardare nel mirino sono 
attività che resteranno nel ricordo dei corsisti come dovrebbe accadere per gli 
studenti delle scuole in cui vengono proposte simili attività. La fisicità 
nell’apprendimento è fondamentale a tutti i livelli e si può trovare anche nella 
matematica, considerata spesso una disciplina astratta e “mentale”. 
Di seguito riporto alcuni spunti che abbiamo raccolto a proposito delle motivazioni 
che possono coinvolgere gli studenti. 
- Tutte le motivazioni già viste in precedenza parlando degli obiettivi, in 
particolare il possibile utilizzo della trigonometria in svariate situazioni, la 
presenza di elementi di continuità relativamente a conoscenze già acquisite e 
di elementi di novità, l’utilità della trigonometria in diverse discipline. 
- La possibilità di scovare la trigonometria nell’ambiente intorno a noi. 
- L’utilizzo di riferimenti di tipo storico. 
- Il riferimento alla fisicità. 
- L’utilizzo di strumenti informatici. 
- L’organizzazione di lavori di gruppo. 
- L’attivazione di coppie di studenti. 
- L’uso di metafore e la personalizzazione dei concetti astratti (ad esempio, 
abbinare un nome buffo a una formula, a una tecnica, ecc.). 
- Lo studio dei “codici” degli studenti e la comprensione degli ostacoli. 
- La pratica di cambiare toni e colori nelle spiegazioni e di diversificare i piani 
di comunicazione. 
- La pianificazione di obiettivi diversificati per ciascun allievo. 
- L’idea di lanciare sfide per il superamento delle difficoltà. 
Seno, coseno & Co. Spunti e idee per una didattica della trigonometria   Franco Obersnel !
QuaderniCIRD n. 8 (2014) 65 ISSN 2039-8646 
L’uso dei mezzi informatici (in particolare, software di geometria dinamica – ad 
esempio GeoGebra - e fogli di calcolo) merita un discorso a parte: è stata proposta 
(come “terza sfida”) un’attività di gruppo che prevedeva l’utilizzo di GeoGebra per 
presentare un argomento relativo alla trigonometria.  
Possibili suggerimenti in questo senso sono stati i seguenti: 
- risoluzione grafica di un problema usando GeoGebra; 
- introduzione delle funzioni circolari; 
- approccio grafico per la risoluzione di equazioni e disequazioni 
goniometriche; 
- composizione di funzioni e grafici; 
- angoli associati; 
- trasformazione di coordinate; 
- equazioni parametriche. 
4. LE CRITICITÀ 
Un’obiezione che potrebbe essere mossa è che spesso è facile utilizzare mille 
espedienti per introdurre alcune nozioni, per giocare con alcuni concetti e per 
rendere accattivanti certe attività. Vi sono, tuttavia, argomenti che, per loro 
natura, risultano particolarmente ostici, noiosi, difficili. Queste situazioni sono 
state considerate con grande attenzione. 
Ho intervistato una quindicina di insegnanti di diverse scuole (licei scientifici, 
classici, delle scienze umane, artistici, istituti tecnici e professionali di diverse 
tipologie) della regione e ho chiesto quali siano, secondo la loro esperienza, i 
problemi più critici che si presentano nell’insegnamento della trigonometria. È 
stato interessante confrontare insieme ai corsisti le diverse risposte. In generale, le 
maggiori criticità si possono elencare tra le seguenti: 
- le formule trigonometriche; 
- le equazioni e le disequazioni goniometriche; 
- la confusione tra archi, angoli e valore delle funzioni; 
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- la difficoltà a impostare e risolvere i problemi che richiedono una strategia 
(specie in geometria);  
- l’apparente facilità iniziale. 
Le prime quattro osservazioni sono abbastanza prevedibili. Siamo invece rimasti 
tutti sorpresi dalla risposta sull’apparente facilità iniziale degli argomenti. Ecco il 
commento di un insegnante di liceo scientifico: 
“Un problema può essere la facilità iniziale dell’argomento fino alle formule goniometriche. In terza i 
ragazzi si sono cimentati con esercizi di geometria analitica, spesso lunghi e complessi, che richiedono un 
attento studio preliminare (disegno fatto bene, analisi delle strategie risolutive, non scegliere la prima 
strada che viene in mente); non par loro vero di avere una definizione o una formula, applicarla e 
ottenere il risultato corretto. Spesso sottovalutano l’importanza dello studio proprio di questi argomenti 
che poi si riveleranno utili.”  
Di seguito sono riportate le cinque sfide proposte sugli altrettanti punti di criticità 
che abbiamo individuato. 
- Quarta sfida. Squadra A. Dovete introdurre alcune formule trigonometriche, 
ad esempio le formule di bisezione, cercando di mantenere vivo l’interesse 
della classe. Per la presentazione avete a disposizione dieci minuti. 
- Quarta sfida. Squadra B. Dovete affrontare una lezione (non necessariamente 
quella introduttiva) su: equazioni e/o disequazioni goniometriche. Avete a 
disposizione dieci minuti per presentare un argomento, mettendo bene in 
evidenza le difficoltà che possono emergere. 
- Quarta sfida. Squadra C. Dovete affrontare una lezione su: funzioni inverse 
delle funzioni circolari. Avete a disposizione dieci minuti per presentare 
l’argomento, mettendo bene in evidenza le difficoltà che possono emergere. 
- Quarta sfida. Squadra D. Dovete affrontare una lezione (non necessariamente 
quella introduttiva) su: applicazioni della trigonometria ai problemi di 
geometria. Avete a disposizione dieci minuti per presentare un argomento, 
tenendo ben presenti le difficoltà che possono emergere. 
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- Quarta sfida. Squadra E. Prendete in considerazione un teorema sulle funzioni 
circolari (ad esempio, la formula di addizione del coseno) o di trigonometria 
di cui volete fornire la dimostrazione. Avete a disposizione dieci minuti per 
presentare l’argomento, cercando di convincere gli studenti della necessità 
della dimostrazione e di mantenere vivo il loro interesse. 
4.1 LE FORMULE 
Il problema riguardante le formule (Devono essere studiate a memoria? Quali e quante 
formule sono necessarie? Devono essere dimostrate?) è stato a lungo dibattuto grazie anche 
all’uso di tre forum, attivati durante il corso sulla piattaforma moodle: Formule sì o 
formule no? Come introdurre seno e coseno? Istituto per geometri: topografia e matematica. A 
proposito del problema “formule” abbiamo individuato i seguenti punti di riflessione: 
- È bene, quando possibile, inserire le formule in un contesto storico e 
rispondere alla domanda: perché sono state inventate? 
- Saper rispondere alla domanda: a cosa servono? In particolare, vedere subito le 
possibili applicazioni. 
- Capire il senso della formula.  
- Quando è necessario imparare a memoria una formula, trovare trucchetti 
mnemonici (anche giocando un po’). 
Ho scelto, come esempio particolare da mostrare in classe, il seguente approccio 
allo studio delle formule di prostaferesi e di Werner, cercando di evidenziare tutti 
gli elementi indicati in precedenza. 
Nel XVI secolo, anche per esigenze della navigazione, vi era una grande necessità di 
calcoli astronomici. Mentre eseguire le moltiplicazioni richiedeva un gran 
dispendio di tempo, eseguire le addizioni era molto meno gravoso. Ci si chiese 
pertanto se in qualche modo fosse possibile rappresentare una moltiplicazione 
utilizzando addizioni. Ricordiamo le figure storiche dell’astronomo danese Tycho 
Brahe (1546-1601) e del cartografo, astronomo e meteorologo tedesco Johannes 
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Werner (1468-1522) con particolare riferimento alla ricerca della longitudine 
utilizzando le distanze lunari6. 
Le formule di Werner possono essere interpretate come un modo per passare dai prodotti 
alle somme. Per il prodotto dei coseni, ad esempio, si inizia considerando le uguaglianze: 
cos (α + β) = cos (α) · cos (β) – sen (α) · sen (β) 
cos (α – β) = cos (α) · cos (β) + sen (α) · sen (β) 
Sommando le due equazioni si ottiene 
cos (α + β) + cos (α – β) = 2 cos (α) · cos (β) 
e quindi 
cos (α) · cos (β) = 
2
1
 (cos (α + β) + cos (α – β)) 
L’utilizzo di tabelle precise per il calcolo delle funzioni goniometriche rendeva 
molto veloce il calcolo. 
Ad esempio, proponiamoci di calcolare 105 · 720 (= 75600). 
Si ha che 
105 · 720 = 0,105 · 0,720 · 106 




 (cos (84 + 44) + cos (84 – 44)) ≈ 0,5 · (– 0,616 + 0,766) = 0,075 
Quindi: 105 · 720 ≈ 75000. 
A proposito della possibilità di rappresentare una moltiplicazione utilizzando 
addizioni, non si può non parlare dei logaritmi. 
Il calcolo precedente, con questo metodo, diventa 
log (105 · 720) = log (105) + log (720) ≈ 2,021 + 2,857 = 4,878 
Quindi: 105 · 720 ≈ 104,878 ≈ 75509. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
6 Sulla ricerca della longitudine si veda ANDREWES 1993.   
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È interessante osservare come lo stesso matematico inglese John Napier (1550-1617) 
abbia utilizzato a lungo il metodo trigonometrico prima di introdurre i logaritmi. 
Merita ricordare le sue parole: 
“Eseguire calcoli è operazione difficile e lenta e spesso la noia che ne deriva è la causa principale della 
disaffezione che la maggioranza della gente prova nei confronti della matematica...” (Rabdologiae, 1617) 
Un’altra figura storica fondamentale del periodo è il matematico inglese Henry 
Briggs (1561-1630), legato all’invenzione dei logaritmi decimali (ma anche 
navigatore alla ricerca del passaggio a nord-ovest). 
La divulgazione delle tavole logaritmico-goniometriche ha reso possibile passare da 





 (α + β) + 
2
1
 (α – β) = α e 
2
1
 (α + β) – 
2
1
 (α – β) = β   
dalle formule di Werner si ottengono immediatamente le formule di prostaferesi 
sen (α) + sen (β) = 2 sen (
2
1  (α + β)) · cos (
2
1  (α – β))   
sen (α) – sen (β) = 2 cos (
2
1  (α + β)) · sen (
2
1  (α – β))   
cos (α) + cos (β) = 2 cos (
2
1  (α + β)) · cos (
2
1  (α – β))   
cos (α) – cos (β) = – 2 sen (
2
1  (α + β)) · sen (
2
1  (α – β))   
La domanda che ci poniamo a questo punto è la seguente:  
“È necessario imparare le formule a memoria oppure no?” 
Nel caso si decidesse di impararle a memoria si possono escogitare diversi 
trucchetti mnemonici, anche divertenti. Oltre al notissimo espediente di “Cento rose 
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molto (meno) belle”, per ricordare la successione di seno e coseno nella tabella delle 
formule, si può giocare con altre frasi più o meno facili da tenere a mente. 
Ad esempio, per ricordare la formula 
sen (α) + sen (β) = 2 sen (
2
1  (α + β)) · cos (
2
1  (α – β))   
ci siamo inventati la frase “Sei più sei = due secondi” (seno più seno = due seno coseno), o, 
per ricordare la formula 
cos (α) – cos (β) = – 2 sen (
2
1  (α + β)) · sen (
2
1  (α – β))   
ci si può inventare una “follia” del tipo “cosmetico medusense” (coseno meno coseno (=) 
meno due seno seno). 
Tutto ciò è molto bello, ma nulla risveglia l’attenzione dello studente più di 
un’applicazione pratica di quello che si sta facendo. Un semplice esempio di 
applicazione concreta delle formule è il loro utilizzo nelle equazioni goniometriche.  
Ricordiamo che, per risolvere nel campo reale un’equazione del tipo f (x) · g (x) = 0, 
è sufficiente risolvere separatamente f (x) = 0 e g (x) = 0. 
Perciò esprimere una somma mediante un prodotto è, in genere, utile nella 
risoluzione di un’equazione. 
Ad esempio, per risolvere l’equazione 
sen (7x) + sen (5x) + sen (12x) = 0  
possiamo osservare che  
5 + 7 = 12,  
2
1
 (7 + 5) = 6,  
2
1
 (7 – 5) = 1     
Usando la formula di prostaferesi  
sen (7x) + sen (5x) = 2 sen (6x) · cos (x) 
e la formula di duplicazione 
sen (2 · 6x) = 2 sen (6x) · cos (6x)  
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si ottiene 
0 = sen (7x) + sen (5x) + sen (12x) = 2 sen (6x) · cos (x) + 2 sen (6x) · cos (6x)    
da cui  
2 sen (6x) · (cos (x) + cos (6x)) = 0 
Usando di nuovo la formula di prostaferesi, questa volta per la somma dei coseni, si ha 
2 sen (6x) · (2 cos (
2
7
x) · cos (
2
5
x)) = 0 
e si può così concludere studiando separatamente le equazioni  
sen (6x) = 0,  cos (
2
7
x) = 0,  cos (
2
5
x) = 0 
Sebbene possa essere considerata una motivazione poco “nobile”, molti studenti 
troveranno certamente interessante osservare come la conoscenza delle formule 
possa essere utile anche per superare i test di ammissione all’università. Ad 
esempio, si riporta il seguente quesito tratto dal test di ammissione alla Facoltà di 
Medicina nel 2004: 
L’espressione goniometrica sen (9a) – sen (3a) equivale a: 
A) 2 cos (6a) · sen (3a)    
B) 6 sen (a) 




 (cos (6a) – cos (12a)) 
E) sen (9a) · cos (3a) – sen (3a) · cos (9a)  
4.2 EQUAZIONI, DISEQUAZIONI E PROBLEMI 
Per quanto riguarda l’argomento “equazioni e disequazioni” abbiamo raccolto le 
riflessioni didattiche che si riportano di seguito: 
- utilizzare molto il cerchio goniometrico e privilegiare la risoluzione grafica; 
- fare largo uso di software di geometria dinamica; 
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- far capire che le equazioni e disequazioni sono uno strumento atto a 
raggiungere uno scopo, e non sono fini a se stesse; 
- evitare di presentare un “bestiario” di possibili tecniche e privilegiare la 
discussione rispetto al tecnicismo. 
A proposito dell’ultimo punto indicato, può far riflettere un esercizio assegnato in 
una prova scritta di meccanica razionale, nel secondo anno di un corso di laurea in 
Ingegneria. Nel corso della risoluzione, si otteneva l’equazione: 
(1) k cos φ – sen φ = 0 
dove k era un parametro positivo e φ l’incognita.  
Gran parte degli studenti ha applicato un metodo di risoluzione (probabilmente 
appreso a scuola) che consisteva nel trasformare l’equazione (1) nella seguente: 
 (2) cos φ · (k – tan φ) = 0  
La conclusione degli studenti è stata pertanto 
cos φ = 0 oppure tan φ = k 
Tale risultato non è ovviamente corretto, in quanto la soluzione cos φ = 0 non è 
accettabile, poiché l’equazione (2) è stata ottenuta dividendo per cos φ. L’esempio 
mostra come sia fondamentale la discussione sull’equazione, e lo sia molto più 
dell’apprendimento di una tecnica automatica. 
Per quanto riguarda la discussione sui problemi, abbiamo ritenuto importante 
considerare i seguenti aspetti: 
- la gradualità; 
- la distinzione delle tipologie di difficoltà: di comprensione del testo, 
algebriche, di rappresentazione e quelle dovute a lacune su argomenti 
pregressi; 
- l’accento posto sulle limitazioni dell’incognita e sul fatto che non tutte le 
soluzioni sono accettabili;  
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- la ripresa di argomenti di geometria;  
- la differenziazione eventuale dei problemi in base alle capacità degli studenti; 
- l’utilizzo di fogli di calcolo e di grafici; 
- la trattazione degli argomenti insieme alla presentazione di problemi, fin 
dall’inizio; 
- la definizione di una strategia di soluzione, come pratica a cui abituare gli 
studenti fin dall’inizio. 
Gli ultimi due punti vanno sottolineati tenendo anche in considerazione le 
osservazioni sull’apparente facilità iniziale degli argomenti. Per questo motivo 
sembra importante introdurre fin dall’inizio i problemi ed evitare, per quanto 
possibile, di impostare i problemi come mera applicazione meccanica di formule. 
5. LO “SHOW” FINALE 
All’ultima lezione del corso hanno partecipato, come ospiti, trentadue studenti 
provenienti da cinque diverse scuole superiori di Trieste (due licei scientifici, due licei 
delle scienze umane, un liceo artistico). Nessuno di loro aveva alcuna conoscenza di 
trigonometria (la maggior parte frequentava la classe seconda). Come quinta sfida le 
cinque squadre dei corsisti hanno dovuto preparare una piccola lezione di quindici 
minuti, in cui presentare ai ragazzi del pubblico alcuni argomenti di trigonometria. 
Queste sono state le consegne alle squadre: 
Quinta sfida 
Dovete presentare in quindici minuti il seguente argomento ad allievi che non 
hanno ancora studiato la trigonometria. Verrà valutata la chiarezza 
dell’esposizione e quanto sarete riusciti a interessare i ragazzi.  
- Squadra A. Angoli e loro misura. (Possibili suggerimenti: diverse unità di 
misura, orologio, arco radiante, conversioni angolari, calcolatrice, azimut, 
avvolgimento della retta sul cerchio.) 
- Squadra B. Introduzione delle funzioni seno e coseno. 
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- Squadra C. Introduzione della funzione tangente. (Possibili suggerimenti: 
dominio, limitatezza, coefficiente angolare, definizione di “tangenza”, fasci 
di rette.) 
- Squadra D. Risolvere un triangolo. 
- Squadra E. Funzioni periodiche. (Possibili suggerimenti: oscillazioni, 
frequenze, modelli periodici, serie di Fourier, armoniche.) 
Ciascun ragazzo disponeva di un cartello con cui poteva dare una votazione da 5 a 
10. Al termine di ogni presentazione si svolgeva la votazione. Alla fine delle 
presentazioni si è stilata la classifica. La prima squadra ha ottenuto l’eccezionale 
valutazione di 318 su un massimo di 320, e, in generale, tutte le squadre si sono 
comportate benissimo (ottenendo un punteggio di 285, 276, 253, 229). Da notare che 
su 160 voti assegnati c’è stato un unico 5. 
L’iniziativa ha avuto un grande successo, oltre ogni mia aspettativa. Gli studenti 
erano divertiti, entusiasti e hanno mostrato un vivace interesse per le 
presentazioni. La possibilità di dare, una volta tanto, una valutazione ai 
“professori”, in uno scambio di ruolo, è stata un’attrattiva per i ragazzi. Desidero 
sottolineare la maturità che essi hanno dimostrato nei loro giudizi. 
I corsisti si sono impegnati molto nella preparazione della lezione e mi sono 
sembrati molto soddisfatti della loro prestazione. Purtroppo è mancata l’occasione 
di un incontro successivo in cui commentare i risultati ottenuti. Senz’altro 
avremmo potuto discutere su quando sia opportuno accentuare il lato 
“spettacolare” della lezione e quando invece sia necessario mantenere un tono di 
maggiore sobrietà. Durante l’esame finale di abilitazione ho sentito un mio collega 
commissario commentare a proposito della presentazione di un candidato: “Bello, 
ma un po’ troppo in stile ‘Art Attack’...”. Anche alcuni corsisti, come vedremo fra poco, 
hanno ritenuto eccessivo l’aspetto giocoso dell’ultima lezione. 
Al termine delle attività del TFA gli studenti hanno compilato un questionario di 
valutazione degli insegnamenti. Il modulo sulla trigonometria è stato valutato 
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insieme agli altri due moduli del corso denominato “Didattica dell’analisi e 
laboratorio”, e sono disponibili solo i risultati aggregati. Posso comunque riportare 
i commenti che erano esplicitamente riferiti al mio modulo:  
- È stato molto utile farci lavorare a gruppi affrontando le varie problematiche inerenti la trigonometria. 
 
- Molto interessante e coinvolgente la modalità proposta. C’era però il rischio che alcuni contributi personali 
venissero messi da parte per mancanza di tempo. A mio parere troppo marcato l’aspetto ludico dell’ultima lezione. 
 
- Credo che tutti i corsi dovrebbero essere strutturati come quello di trigonometria: lavori di gruppo e 
riflessioni sulla didattica, non lezioni frontali disciplinari. 
 
- Mi sono molto piaciute le non-lezioni sulla trigonometria; giusta ed efficace l’idea di farci lavorare a 
gruppi. Lo show dell’ultimo incontro forse andava progettato meglio. 
 
- (...) tramite i vari lavori di gruppo (in particolare quello finale) sono stati dati moltissimi spunti didattici 
e le riflessioni metodologiche sono state profonde e decisamente interessanti. È stato un corso, per 
sintetizzare con un aggettivo, entusiasmante. 
 
- Lavorare a gruppi è molto utile per confrontarsi ed è il modo migliore di lavorare in questo TFA. 
Bisognerebbe fare tutti gli esami in questo modo, cioè lavorare durante il corso e non alla fine. 
Dopo il conseguimento dell’abilitazione, i corsisti hanno scritto una lettera in cui 
esprimevano alcune opinioni, anche critiche, sull’esperienza vissuta. Nella lettera si 
è fatta esplicita menzione al corso sulla trigonometria, di cui è stato evidentemente 
apprezzato l’approccio.  
In particolare, gli studenti hanno scritto in merito alle loro proposte: 
“Privilegiare i lavori di gruppo rispetto ad attività di tipo frontale, lasciando ampio spazio alla 
discussione e al confronto tra i tirocinanti, che permetterebbero l’eventuale condivisione di esperienze 
pregresse. Questo potrebbe essere svolto in modo programmato, continuo e sistematico nel tirocinio 
indiretto, avendo cura di costruire in precedenza un percorso ben definito con contenuti ed obiettivi 
esplicitati a priori, ma è realizzabile anche nelle didattiche disciplinari, come si è visto durante un corso 
in particolare del TFA appena terminato, quello sulla trigonometria. Riteniamo questo primo punto un 
aspetto imprescindibile ed altamente qualificante per un corso di formazione degli insegnanti: il 
confronto e la discussione tra pari sono tasselli fondamentali per il miglioramento”. 
In conclusione, ritengo che l’esperimento possa dirsi riuscito. In particolare, la scelta di 
privilegiare la discussione e il lavoro di gruppo è stata molto apprezzata. Ho ottenuto il 
risultato principale che mi ero prefissato, ossia quello di aprire una discussione sulle 
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innumerevoli e diverse modalità di presentazione di un tema e di mostrare come sia 
possibile insegnare un argomento anche ostico o noioso in una forma che risulti di 
interesse per studenti di diversa formazione. Penso che l’esperienza delle non-lezioni sia 
stata molto formativa per i corsisti; senz’altro lo è stata per me. 
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Notizie 
Svolgimento della manifestazione “La matematica dei ragazzi: 
scambi di esperienze tra coetanei - X edizione” 
Nei giorni 3 e 4 aprile 2014 si è svolta, come ogni due anni dal 1996, la 
manifestazione “La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei”, 
facente parte dell’omonimo progetto pluriennale del Nucleo di Ricerca in Didattica 
della Matematica del Dipartimento di Matematica e Geoscienze dell’Università di 
Trieste e delle attività del Piano nazionale Lauree Scientifiche - Progetto 
“Matematica e Statistica”, sostenuto finanziariamente dal MIUR. 
 
 
Figura 1. Un’attività sul Teorema di Pitagora proposta nel laboratorio n. 8. 
 
Dieci classi di scuola primaria e secondaria (allievi di età compresa tra gli da 8 e i 19 
anni) delle province di Trieste, Udine e Gorizia hanno presentato dei laboratori di 
matematica, preparati in precedenza sotto la guida dei rispettivi insegnanti e con la 
collaborazione di studenti del Corso di Studi in Matematica dell’Università di 
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Trieste e di neoabilitati all’insegnamento nel corso di TFA tenuto lo scorso anno 
presso l’Università di Trieste. 
I temi affrontati erano i più vari: l’aritmetica modulare, i legami tra matematica e 
musica, il calcolo combinatorio, le funzioni, la logica, la didattica dell’aritmetica, le 
generalizzazioni del Teorema di Pitagora, le terne pitagoriche, le macchine di tipo 
meccanico per la risoluzione grafica di equazioni algebriche, la storia del giovane e 
sfortunato genio della matematica Évariste Galois raccontata attraverso un video 
realizzato dagli stessi studenti (risultato vincitore ex aequo in un concorso 
nazionale patrocinato dal MIUR). 
 
 
Figura 2. Un’attività di aritmetica modulare proposta nel laboratorio n. 1. 
 
Nonostante la difficoltà dei temi trattati, i ragazzi e le ragazze se la sono cavata 
egregiamente, come testimoniato dai numerosi visitatori, il cui afflusso è stato 
veramente notevole: una cinquantina di classi, ognuna delle quali ha partecipato, in 
media, a 3-4 laboratori. I visitatori provenivano da scuole primarie e secondarie, per 
lo più scuole del Friuli Venezia Giulia e alcune con lingua d’insegnamento italiana 
dell’Istria e di Fiume. Gli allievi coinvolti nella manifestazione sono stati 
complessivamente, tra presentatori e visitatori, 1200 circa. 
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La manifestazione è stata ospitata dall’Istituto Comprensivo Divisione Julia di 
Trieste, che, oltre a mettere a disposizione le strutture, ha partecipato attivamente 
con due laboratori e con un nutrito gruppo di allievi che hanno accompagnato le 
classi nel percorso di visita, contribuendo alla perfetta riuscita dell’evento. 
 
 
Figura 3. Un’attività sulle operazioni aritmetiche proposta nel laboratorio n. 6. 
 
Il programma dei laboratori era il seguente: 
1. ARITMETICA E OROLOGI. Classe IV E, Scuola Primaria G. Foschiatti, I. C. Valmaura, 
Trieste; docente: D. Leder. 
2. IL RITMO IN NATURA, MUSICA E MATEMATICA. Classe II D, Scuola Secondaria di I 
grado Divisione Julia, I. C. Divisione Julia, Trieste; docente: N. Gasparinetti. 
3. UNA FESTA... CHE COMBINAZIONE! Classe II C, Scuola Secondaria di I grado 
Divisione Julia, I. C. Divisione Julia, Trieste; docente: A. Rosati. 
4. IL GIOCO DELL’OCA... MATEMATICO. Classe III C, Scuola Secondaria di I grado M. 
Codermatz, I. C. San Giovanni, Trieste; docente: V. Bologna. 
5. MA CHE FORMA HA LA TERRA? Classe II D, Scuola Secondaria di I grado G. Corsi, I. 
C. di Via Commerciale, Trieste; docente V. Gargano. 
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6. ALLA CORTE DEL SULTANO DI OPERAZIOLANDIA. Classe II A SS, Istituto 
Professionale Socio-Sanitario, ISIS Pertini, Monfalcone (GO); docente: L. Mucelli. 
7. eTERNAmente PITAGORA. Classe II A, Liceo Sc. G. Galilei, Trieste; docente: L. 
Rossi. 
8. TRIANGOLI, PUZZLE E ANCORA… PITAGORA. Classe II A, Liceo Sc. G. Galilei, 
Trieste; docente: L. Rossi. 
9. MACCHINE PER RISOLVERE EQUAZIONI: GLI SQUADRI DI BOMBELLI. Classi V A e 
V B PNI, Liceo Sc. E. L. Martin, Latisana (UD); docente: A. Tessarin. 
10. “NON HO TEMPO”: UN VIAGGIO NELLA VITA E NELL’OPERA DI ÉVARISTE 
GALOIS. Classe V C PNI, Liceo Sc. E. L. Martin, Latisana (UD); docente: E. Matassi. 
 
LUCIANA ZUCCHERI 
Coordinatrice del Progetto locale “Matematica e Statistica” 
del Piano nazionale Lauree Scientifiche 
Dipartimento di Matematica e Geoscienze 
Università di Trieste 
 
Figura 4. Un’attività sulle terne pitagoriche proposta nel laboratorio n. 7. 
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Notizie 
Giornata di formazione per docenti di scuole di ogni ordine e 
grado: “La matematica dei ragazzi”. Riflessioni metodologiche e 
didattica disciplinare - II edizione 
Il Nucleo di Ricerca in Didattica della Matematica del Dipartimento di Matematica e 
Geoscienze dell’Università di Trieste ha organizzato la seconda edizione della 
giornata di formazione per docenti di scuole di ogni ordine e grado “La matematica 
dei ragazzi”. Riflessioni metodologiche e didattica disciplinare, svoltasi il giorno 11 aprile 
2014 nel comprensorio di Piazzale Europa (edifici H3 e H2bis, Via Valerio). L’evento 
è incluso tra le attività del Piano nazionale Lauree Scientifiche - Progetto 
“Matematica e Statistica” dell’Università di Trieste. 
All’apertura dei lavori, Daniele Del Santo, collaboratore del Rettore dell’Università 
di Trieste per “Didattica, politiche per gli studenti, diritto allo studio”, ha salutato i 
partecipanti e, dopo aver sottolineato l’importanza delle attività di formazione 
degli insegnanti svolte in sinergia tra Scuola e Università, ha espresso la sua 
soddisfazione per lo svolgimento dell’evento. 
Nel corso della giornata, al mattino sono stati trattati temi connessi con gli 
argomenti presentati alla X edizione della manifestazione “La matematica dei 
ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei” e altri aspetti collegati alle metodologie 
didattiche adottate. Al pomeriggio, come indicato nel programma di seguito 
riportato, sono stati illustrati e discussi, durante due sessioni di workshop, alcuni 
dei lavori realizzati nell’ambito del progetto. 
È stata inoltre allestita un’esposizione di materiali didattici facenti parte della 
mostra “Geometria della visione”, che l’autrice, Emanuela Ughi, presente alla 
giornata, ha illustrato ai visitatori. 
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I partecipanti, una settantina circa, hanno contribuito attivamente alla discussione 
delle relazioni e dei lavori. 
 
PROGRAMMA DEI LAVORI 
8:00-9:00 Registrazione dei partecipanti 
9:00  Saluto delle Autorità 
9:15 Verena Zudini (Nucleo di Ricerca Didattica, DMG, Università di Trieste), 
MatematicaMente: un percorso nella didattica della matematica da Klein a 
Núñez 
9:50 Sonia Ursini (CINVESTAV-IPN, Città del Messico), Errori più frequenti 
nell’affrontare il concetto di variabile algebrica: un’analisi comparativa tra gli 
allievi della scuola secondaria di primo grado 
10:25 Emilia Mezzetti (DMG, Università di Trieste), Equazioni e duelli 
matematici 
11:00-11:30 Pausa 
11:30  Emanuela Ughi (DMI, Università di Perugia), I poliedri fra arte e 
scienza 
12:05 Luciana Zuccheri (DMG, Università di Trieste), Utilizzo delle tecnologie 
digitali nella didattica della matematica: moda effimera o opportunità? 
12:40-13:00 Discussione 
Pomeriggio 
14:15-14:30 Registrazione delle presenze e iscrizione ai workshop 
14:30-15:30 Prima sessione di workshop 
15:30-16:15 Visita guidata alla mostra “Geometria della visione” 
16:15-16:30 Pausa 
16:30-17:30 Seconda sessione di workshop 
17:30-18:00 Conclusione 
Notizie            Luciana Zuccheri 
QuaderniCIRD n. 8 (2014) 84 ISSN 2039-8646 
PROGRAMMA DEI WORKSHOP 
Prima sessione 
1. Una strega... come misura 
Presentato da: Daniela Leder (I. C. Valmaura, Trieste). 
Sunto: Chiedersi che cosa significa misurare, riflettere sugli strumenti di misura e 
scoprire le relazioni di proporzionalità del nostro corpo: ecco ciò che verrà 
presentato… con l’aiuto di una strega cattiva, di un muratore, di un falegname e, 
indirettamente, di Leonardo da Vinci. 
Rivolto a docenti della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. 
2. Clima e piogge acide 
Presentato da: Giuliana Candussio (Nucleo di Ricerca Didattica, DMG, Università di 
Trieste). 
Sunto: Lo studio del fenomeno delle piogge acide affrontato in classe con un 
approccio di natura sperimentale: un esempio di integrazione di saperi e di 
abilità multidisciplinari e di una seppur “dosata” applicazione del metodo 
scientifico. 
Rivolto a docenti della scuola primaria, della scuola secondaria di primo grado, del primo biennio della 
scuola secondaria di secondo grado. 
3. Alla corte del Sultano di Operaziolandia 
Presentato da: Letizia Mucelli (ISIS Pertini, Monfalcone). 
Sunto: Workshop sull’esperienza della classe 2ASS dell’Istituto Professionale Socio-
Sanitario dell’ISIS Pertini di Monfalcone. La classe ha partecipato all’edizione 2014 di 
“La matematica dei ragazzi”, invitando bambini e ragazzi (dalla prima classe della 
scuola primaria alla terza classe della scuola secondaria di primo grado) alla corte del 
Sultano di Operaziolandia, per aiutare il Principe Shamir a conquistare la mano della 
bella Principessa Jasmine, affrontando delle prove matematiche sviluppate con un 
percorso laboratoriale che mira a introdurre le quattro operazioni fondamentali 
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attraverso il gioco. Sono state proposte anche curiosità e approfondimenti su vari 
metodi utilizzati nel corso della storia per eseguire le moltiplicazioni. 
Rivolto a docenti della scuola primaria e dei licei e istituti scolastici interessati alla formazione pedagogica. 
4. eTERNAmente PITAGORA 
Presentato da: Chiara Corsato (DMG, Università di Trieste) e Luca Mucibello (Nucleo 
di Ricerca Didattica, DMG, Università di Trieste). 
Sunto: Dal Teorema di Pitagora al concetto di terna pitagorica il passo è breve. Ecco 
allora alcune domande che già anticamente sorsero spontanee: Quante sono le 
terne pitagoriche? Come rappresentarle nello spazio? Quali sono i metodi di 
individuazione delle terne? Quali possibili generalizzazioni hanno in algebra? In 
relazione al progetto svolto in classe, questo workshop propone un percorso che 
connette abilità aritmetiche, geometriche e informatiche. 
Rivolto principalmente a docenti della scuola della scuola secondaria, di primo e di secondo grado. 
Seconda sessione 
5. Come trasformare un’attività didattica laboratoriale in un’attività multimediale 
Presentato da: Valentina Bologna (I. C. San Giovanni, Trieste). 
Sunto: Partendo dall’esperienza del laboratorio “Il gioco dell’oca... matematico” 
organizzato per “La matematica dei ragazzi”, sui numeri interi relativi e sulle 
relazioni funzionali, si vuole mostrare come, con l’utilizzo di nuove tecnologie (LIM 
e tablet/iPad), un’attività didattica laboratoriale possa essere trasformata in 
un’attività interattiva e multimediale. 
Rivolto a docenti della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. 
6. “Proporcity”: proposte di attività didattiche per esplorare le molteplici applicazioni delle 
proporzioni e della proporzionalità 
Presentato da: Anna Rosati (I. C. Divisione Julia, Trieste). 
Sunto: “Proporcity” è una città nata dalla fantasia dei miei alunni, ma i negozi, la 
banca e gli artigiani che l’hanno popolata sono stati ispirati dall’osservazione 
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attenta della vita quotidiana e reale in cui è possibile riconoscere molteplici 
applicazioni delle proporzioni e della proporzionalità. Verrà illustrato (e fatto 
sperimentare) il percorso didattico laboratoriale realizzato nel 2012 in occasione 
della partecipazione a “La matematica dei ragazzi”, che offre una serie di spunti per 
attività stimolanti, in un approccio anche multidisciplinare, da proporre agli alunni 
della scuola secondaria di primo grado. 
Rivolto a docenti della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. 
7. Pi greco: una storia non ancora conclusa 
Presentato da: Loredana Rossi (Liceo Sc. Galilei, Trieste). 
Sunto: Lo studio di pi greco rappresenta, per la ricchezza di spunti che offre, uno 
strumento unico attraverso cui esplorare la natura dei numeri irrazionali, 
affrontare significativi approfondimenti storici e porre le basi per alcuni concetti 
chiave, come quello di limite. Nel workshop sarà possibile esaminare percorsi 
didattici meno noti, utilizzare diversi materiali e confrontare vari algoritmi per 
l’approssimazione di pi greco. 
Rivolto a docenti della scuola secondaria di primo e secondo grado. 
8. Le meridiane: alla scoperta degli orologi solari 
Presentato da: Nadia Gasparinetti (I. C. Divisione Julia, Trieste). 
Dopo una breve descrizione dei vari tipi di meridiane e qualche indicazione su dove 
si possono vedere e studiare, scopriremo come costruirne una: sono sufficienti 
pochi strumenti, qualche nozione di astronomia e tante di geometria… e una bella 
giornata di sole. 
Rivolto a docenti della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. 
9. Ma che forma ha la Terra? 
Presentato da: Marina Rocco (Nucleo di Ricerca Didattica, DMG, Università di Trieste). 
Sunto: Presentato come laboratorio da alunni di classi seconde della scuola 
secondaria di primo grado nelle edizioni 2002 e 2014 di “La matematica dei ragazzi”, 
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“Ma che forma ha la Terra?” è un percorso didattico ispirato a un capitolo del testo 
per la scuola media “La Matematica, parole, cose, numeri, figure” di Francesco 
Speranza (Zanichelli, 1984), che, tra “Se…” e “Dunque…”, conduceva ipotetici alunni 
nelle argomentazioni a favore di una Terra sferica e che escludono altre forme. Il 
percorso didattico è adattabile, con i dovuti accorgimenti, a bambini molto più 
piccoli o a ragazzi più grandi: si tratta di aiutarli a immaginare quanto potrebbe 
essere accaduto storicamente, con l’obiettivo di sviluppare sia le capacità 
argomentative e relazionali, sia un atteggiamento critico nei confronti di “ciò che 
so” (Come lo so? Perché ci credo? Potrebbe essere altrimenti?). 
Rivolto a docenti della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. 
Comitato organizzatore: L. Zuccheri (responsabile), G. Candussio, M. Rocco, M. 
Stoppa, V. Zudini.  
LUCIANA ZUCCHERI 
Coordinatrice del Progetto locale “Matematica e Statistica” 
del Piano nazionale Lauree Scientifiche 
Dipartimento di Matematica e Geoscienze 
Università di Trieste 
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Notizie 
I poliedri fra arte e scienza 
Presentazione del volume “Il poliedro di Leonardo” 
Nel 1997 ricorreva il quinto centenario dalla pubblicazione del “De Divina 
Proporzione” di Luca Pacioli, illustrato da Leonardo da Vinci. 
La storia della loro collaborazione è affascinante: i due si trovano a Milano, alla 
corte di Ludovico il Moro, dove Pacioli arriva dopo avere insegnato in varie 
università italiane; invece Leonardo è, secondo le sue stesse parole, un “omo sanza 
lettere”, dall’istruzione disordinata e carente. Per avere i disegni che vuole da 
Leonardo, Pacioli deve fargli lezione, sulle frazioni, sulle proporzioni, sull’opera di 
Euclide. E il risultato di questo lavoro sono i meravigliosi disegni di Leonardo sui 
“corpi regolari e dependenti” che tutti conoscono. 
Questo centenario è stato celebrato nel mondo con conferenze, convegni e mostre 
con modelli lignei di quei meravigliosi poliedri1. Per me, vedere le loro foto è stato 
uno stimolo per rifarne anch’io almeno uno, e metterlo a disposizione di chi voglia 
rifarlo lui stesso: ho scelto quello forse più familiare, un Ycocedron Abscisus Vacuus - 
vale a dire un icosaedro troncato. 
Per descriverne la struttura e la bellezza, possiamo seguire un breve percorso sui 
poliedri, a partire da qualcosa che incontriamo nella nostra vita quotidiana: le buste 
di besciamella, che sono parallelepipedi rettangoli. 
Se abbiamo una busta di besciamella e vogliamo vuotarla fino all’ultima goccia, 
possiamo allargare e appiattire la busta, per scoprire che il parallelepipedo è stato 
ottenuto da un cilindro di carta, ripiegato in modo opportuno, affinché alcune 
linguette triangolari si ripieghino sopra e sotto la busta. !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
1 Cfr., ad esempio, http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/figs/leonardo-cherry.jpg 
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Ci si potrebbe dunque domandare se si sia possibile utilizzare la carta per realizzare 
un poliedro diverso, senza sprechi; la risposta è che un cilindro di carta può essere 
ritagliato e incollato in modo opportuno, ottenendo una piramide delimitata da 
quattro triangoli equilateri, che i matematici chiamano tetraedro regolare. In Figura 1 
se ne riporta lo sviluppo piano. 
 
 
Figura 1. Sviluppo di una busta di latte a forma di tetraedro regolare. 
 
Ma allora, per quale motivo i contenitori - ad esempio del latte - non vengono 
realizzati in questo modo, che farebbe risparmiare sulla quantità di carta 
necessaria? In effetti, fino a qualche decina di anni fa, erano in commercio buste di 
latte da mezzo litro, realizzate proprio in questo modo, ma tale forma è stata 
abbandonata, perché il trasporto era più difficoltoso: infatti i parallelepipedi 
rettangoli permettono di riempire lo spazio (e anche gli scatoloni) in modo 
perfetto, senza lasciare spazi vuoti - i matematici direbbero che tali parallelepipedi 
tassellano lo spazio; invece, i tetraedri regolari non possono fare altrettanto, e, per 
non farli muovere e rovinare durante il trasporto, è necessario realizzare 
contenitori opportuni. E comunque, non tutto lo spazio del camion sarebbe 
riempito da buste di latte. 
Abbiamo finora incontrato un poliedro particolarmente semplice, ossia il tetraedro 
regolare: esso ha tutte facce uguali, che sono poligoni regolari tutti uguali fra loro, e 
gli angoli solidi relativi ai suoi vertici sono tutti tra loro “uguali” o “congruenti”. 
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Una definizione precisa di cosa significhi che questi angoli sono “congruenti” 
richiederebbe un certo sforzo, ma un’esperienza concreta, equivalente a tale 
definizione, può essere offerta chiedendo di fare nella creta morbida, con un vertice 
del poliedro, un’orma, e poi lasciarla indurire. Se tale orma “veste” perfettamente 
anche gli altri vertici del poliedro, potremo dire che gli angoli sono “congruenti” 
(Figura 2 e Figura 3). !
 
Figura 2. “Orma del vertice 1”. 
 
 
Figura 3. “Orma del vertice 2”. 
 
La domanda che viene quindi naturale è quali siano i poliedri che soddisfano queste 
richieste, i cosiddetti poliedri regolari o platonici (Figura 4). Già Platone, appunto, 
sapeva che sono solo 5, tutti inscrivibili nella sfera: 
- il cubo, in cui le facce sono quadrati, e in ogni vertice se ne incontrano 3; 
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- il tetraedro, in cui le facce sono triangoli regolari, e in ogni vertice se ne 
incontrano 3; 
- l’ottaedro, in cui le facce sono triangoli regolari, e in ogni vertice se ne 
incontrano 4; 
- il dodecaedro, in cui le facce sono pentagoni regolari, e in ogni vertice se ne 
incontrano 3; 
- l’icosaedro, in cui le facce sono triangoli regolari, e in ogni vertice se ne 
incontrano 5. 
Platone associa ai poliedri regolari significati particolari nella sua descrizione della 
natura: il tetraedro corrisponde al fuoco, l’ottaedro all’aria, l’icosaedro all’acqua, il 
cubo alla terra; per quanto riguarda il dodecaedro, avendo finito gli elementi a 
disposizione, dice che “il Demiurgo se ne giovò per decorare l’universo…”. 
 
 
Figura 4. I cinque poliedri regolari. 
 
La richiesta sugli angoli congruenti fra loro può sembrare un po’ pesante, ma è 
necessaria: senza di essa, potremmo trovare un esempio di un poliedro che soddisfa 
la condizione di avere tutte facce che sono poligoni regolari, tutte uguali fra loro, 
ma che non è inscrivibile in una sfera, e che ci appare appunto molto meno 
“regolare” dei precedenti: basta fare due copie del disegno riportato in Figura 5, 
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ritagliarle e montarle per realizzare la superficie laterale di due piramidi 








Abbiamo osservato che i soli tetraedri regolari non possono tassellare lo spazio; 
invece, avendo a disposizione molti tetraedri e ottaedri regolari, aventi lo stesso 
lato, si può vedere che, insieme, lo riempiono senza spazi vuoti (Figura 7). 
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Figura 7. Come realizzare la tassellazione dello spazio con tetraedri e ottaedri regolari. 
 
Non si può parlare dell’icosaedro senza trattare della sezione aurea, che vi è in 
qualche modo “nascosta”. 
La sezione aurea nasce dal rapporto fra la diagonale e il lato del pentagono regolare, 
da molti considerata il “rapporto perfetto”, quello, ad esempio, che dà origine al più 
“bello” dei rettangoli, in cui appunto i lati sono nella proporzione aurea; non a caso, 
la maggior parte delle moderne tessere magnetiche sono appunto rettangoli aurei. 
Si può vedere il pentagono nascere da un nodo: basta prendere una lunga striscia di 
cartoncino (su cui stampare il disegno riportato in Figura 8), piegarla in modo 
preciso lungo i segni, riaprirla e annodare il tutto. 
 
 
 Figura 8. 
 
L’icosaedro si può costruire a partire dal rettangolo aureo: Luca Pacioli, infatti, ne 
propone una costruzione che si basa sull’intersezione di tre rettangoli aurei 
mutuamente intersecantisi in modo perpendicolare (Figura 9). 
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Figura 9. Una costruzione dell’icosaedro. 
 
Dopo aver parlato dei poliedri platonici, ci si può chiedere cosa si otterrà quando le 
richieste vengono “indebolite”, e si chiedono solo facce che siano ancora poligoni 
regolari, ma non necessariamente tutti uguali fra loro (rimanendo valida la 
richiesta per gli angoli di essere congruenti). 
Il risultato sono i poliedri archimedei, che sono... tredici o quindici, a seconda del modo 
di contarli. Infatti, due di essi hanno una versione “destra” e una versione “sinistra”, 
come i guanti, che sono uguali specularmente, ma non sono sovrapponibili. 
Molti poliedri archimedei si possono ottenere da poliedri platonici, sezionando i 
vertici: osserviamo ora come ciò sia possibile in un caso particolare. 
Nel caso dell’icosaedro, per ottenere l’icosaedro troncato taglieremo via le “punte”, 
quelle che nel disegno sono colorate in celeste (si tratta di piramidi a base 
pentagonale che vengono rimosse; Figura 10). 
 
 
Figura 10. L’icosaedro con le punte colorate. 
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Il “taglio” va fatto in modo opportuno, vale a dire in modo tale che lo spigolo 
laterale della piramide che stiamo togliendo sia un terzo del lato di ogni faccia 
triangolare dell’icosaedro originale: in questo modo, l’esagono che rimane al centro 
di ogni triangolo è regolare, e il poliedro è un poliedro archimedeo, in cui, oltre agli 
esagoni, sono comparsi anche 12 pentagoni. 
Se li coloriamo di nero... ecco comparire l’immagine più nota di un pallone da 
calcio: in effetti, questo pallone ha esattamente la struttura dell’Ycocedron Abscisus 
Vacuus di Leonardo (Figura 11).  
 
 
Figura 11. L’icosaedro troncato. 
 
E comprendiamo bene, dunque, come Pacioli sia rimasto entusiasta dei disegni 
realizzati, che finalmente mostravano quelle figure “finora ascose”, mai prima 
disegnate, dalla “ineffabile senistra mano” di Leonardo (Figura 12). 
 
 
Figura 12. L’autrice con l’Ycocedron. 
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La mia versione dell’Ycocedron è in cartoncino e pesa poche centinaia di grammi; 
chi volesse cimentarsi nella sfida, e realizzarne una copia, può trovare i pezzi 
necessari nel mio libro “Il poliedro di Leonardo”.  
Buon divertimento! 
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Norme generali per i collaboratori della rivista «QuaderniCIRD» 
POLITICA EDITORIALE 
La rivista multidisciplinare «QuaderniCIRD» si propone come strumento di 
divulgazione di ricerche, proposte ed esperienze didattiche innovative per la scuola 
di ogni ordine e grado e per l’università, con le seguenti finalità: incrementare 
l'interesse e l'apertura nei confronti delle discipline e delle problematiche 
didattiche attinenti tutti i livelli formativi, instaurare un confronto e ricercare un 
linguaggio comune tra le varie didattiche disciplinari, favorire la progettazione di 
percorsi didattici verticali e interdisciplinari, promuovere l’incontro e la sinergia 
tra scuola e università. La rivista pubblica: articoli originali di ricerca e 
sperimentazione didattica nell’ambito di qualunque disciplina e livello scolare; testi 
di seminari di formazione per insegnanti tenuti presso il CIRD; contributi su 
progetti e attività del CIRD; recensioni di libri e riviste di interesse didattico. 
Periodicità prevista: due numeri all’anno. Si pubblicano anche numeri di tipo 
monografico, o contenenti atti di convegni e manifestazioni organizzati dal CIRD. 
Gli articoli inviati per la pubblicazione saranno sottoposti all’approvazione del 
Comitato editoriale e a due revisori, specialisti del settore. 
ISTRUZIONI PER GLI AUTORI 
Si accettano articoli e altri contributi scritti in lingua italiana. Il testo deve essere 
fruibile non solo da parte degli specialisti nella disciplina trattata, ma anche di un 
pubblico eterogeneo di cultura medio/alta, con eventuali rimandi a fonti di 
approfondimento. Ogni articolo, di norma, deve essere composto da 10-15 cartelle, 
comprensive di immagini e bibliografia, pari a 20.000-30.000 caratteri, spazi inclusi. 
Ogni articolo deve essere corredato da un sommario in italiano (massimo 10 righe, 
pari a 600-800 caratteri) e da 4 a 8 parole chiave, in italiano e in inglese. A parte, va 
inviata la traduzione del sommario in inglese.  
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Gli articoli devono contenere una bibliografia e note a piè di pagina con riferimenti 
alle fonti. Altri contributi: descrizioni di progetti approvati dal CIRD (4-5 cartelle, 
8.000-10.000 caratteri) contenenti, in forma discorsiva, le informazioni essenziali; 
resoconti di eventi passati (1-2 cartelle, 4.000 caratteri); recensioni di libri e riviste 
(1-2 cartelle, 4.000 caratteri). 
Per inviare i testi: 
— spedirne due copie cartacee al CIRD (Centro Interdipartimentale per la Ricerca 
Didattica), Via Valerio, 12/1 - 34127 Trieste; 
— spedirne il file in formato Word®, allegandolo a una e-mail di presentazione del 
lavoro alla Segreteria CIRD (cird@units.it). 
Dalla copia cartacea e dal file devono risultare chiaramente nome e affiliazione 
dell’autore/degli autori, l’indirizzo e-mail cui inviare le bozze, un recapito 
telefonico di riferimento. 
Le norme di redazione dei testi e il relativo foglio di stile sono reperibili nella 
pagina web della rivista: 
http://www.openstarts.units.it/dspace/handle/10077/3845 !
